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Pouvzetek

V disertaciji izpeljemo racunski postopek za stati¢no nelinearno analizo dvoslojnih kompozitnih
ravninskih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema. Racunski postopek je zasnovan na ma-
terialno in geometrijsko nelinearnem modelu ravninskega nosilca in je zato zelo sploSen. Vsak
sloj kompozitnega nosilca modeliramo s kinemati¢no tocno Reissnerjevo teorijo ravninskih nosil-
cev. Osnovni predpostavki te teorije sta: (i) Bernoullijeva hipoteza o ravnih prec¢nih prerezih,
ki doloca, da ravni preéni prerezi, pravokotni na nedeformirano referencéno os nosilca, ostanejo
ravni, toda ne ve¢ pravokotni na deformirano referen¢no os nosilca in (ii) oblika in velikost
precnih prerezov vsakega sloja kompozitnega nosilca se med deformiranjem ne spreminjata.
Reissnerjeva teorija ravninskih kompozitnih nosilcev omogoc¢a membransko, strizno in upogibno
deformiranje vsakega sloja kompozitnega nosilca in ne omejuje velikosti pomikov, zasukov in
deformacij. Ker je pri vecini gradbenih konstrukcij vpliv striznih deformacij na napetostno in
deformacijsko stanje zanemarljiv, jih v predstavljenem racunskem postopku zanemarimo. V
splosnem se pri kompozitnih konstrukcijah pojavijo zamiki na stikih slojev v vseh fazah obre-
menitve konstrukcije, medtem ko se razslojevanje pojavi predvsem pri porusitvi. V disertaciji
se pri izpeljavi racunskega postopka omejimo samo na staticno analizo kompozitnih nosilcev z
upo§tevanjem zdrsa med slojema do poruSitve, zato razslojevanje zanemarimo.

Osnovne enacbe kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema sestavlja sistem ne-
linearnih diferencialnih in algebrajskih enacb z ustreznimi robnimi pogoji. Zaradi matematic¢ne
zahtevnosti ta sistem reSujemo v diskretni obliki z metodo koncnih elementov. Za dolocitev
napetostnega in deformacijskega stanja kompozitnih nosilcev izpeljemo druzino novih deforma-
cijskih konénih elementov. Znacilnost teh elementov, ki jih izpeljemo s pomoc¢jo modificiranega
Hu-Washizujevega funkcionala, je v tem, da vzdolz referencne osi kompozitnega nosilca interpoli-
ramo specificni spremembi dolzine spodnjega in zgornjega sloja, pseudoukrivljenost referencne
osi kompozitnega nosilca ter zaradi poenostavitve numericnega algoritma tudi materialno koordi-
nato z* in normalno komponento linijske kontaktne obtezbe. Koordinata x* identificira tisti delec
zgornjega sloja kompozitnega nosilca na stiku, ki v deformirani legi solega z delcem spodnjega
sloja z materialno koordinato z. Sistem diskretnih posploSenih ravnoteznih enacb kompozitne
konstrukcije reSimo z Newton-Raphsonovo inkrementno—-iteracijsko metodo.

V disertaciji prikazemo, s §tevilnimi ra¢unskimi primeri, veliko natanénost in uc¢inkovitost izpel-
janih deformacijskih konénih elementov, tako za materialno kot tudi za geometrijsko nelinearno
analizo kontinuirnih kompozitnih nosilcev. Zaradi svoje splo$nosti je predstavljeni racunski
postopek za analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med sloji primeren za analizo
nosilnosti, togosti in duktilnosti vseh vrst kompozitnih kontinuirnih nosilcev, ki se uporabljajo
v gradbenistvu.



Summary

A numerical procedure the for non-linear analysis of composite two-layer planar beams subjected
to static loads is presented, in which the interlayer slip is accounted for. The procedure is based
on Reissner’s geometrically exact planar beam model and non-linear constitutive laws for the
material of the layers and for the contact between them. Reissner’s beam theory is used to
model each layer of the composite beam. The basic assumptions of Reissner’s theory are: (i) the
Bernoulli hypothesis, that plane cross-sections remain plane during the deformation, holds and
(ii) the shape and the size of the cross-section do not change. Reissner’s beam theory is capable
of considering membrane, bending and shear strains. Yet, as shear strains are usually small
in civil engineering structures, they are neglected in the present formulation. Reissner’s theory
does not set any restrictions regarding the magnitude of displacements, rotations, strains and
interlayer slips. In general, the interlayer slips in the contact plane of the composite structure
develop in early stages of the load level already, and have to be considered in the analysis. By
contrast, the delamination of layers emerges only at the collapse of the composite structure. We
do not study the post-collapse behaviour of the structure. The delamination between the layers
of the composite beam is therefore neglected.

The system of non-linear differential and algebraic equations and the accompaning boundary
conditions constitute the system of the basic equations of the composite beam with interlayer
slips. In order to solve this system of equations, the standard finite element method is employed.
The work introduces a new formulation which uses a new strain-based planar beam finite element
for the non-linear analysis of composite beams with interlayer slips. The strain-based finite
element for the non-linear analysis of composite beams where interlayer slips are taken into
account is derived by using the modified Hu-Washizu functional. The following variables are
interpolated along the beam axis: extensional strains (membrane deformations) of the reference
axis of the lower and the upper layer, pseudocurvature (flexural deformation) of the reference
axis, material coordinate z*, and the normal component of the contact load vector. Coordinate
z* represents a material, undeformed coordinate of that particular contact particle of upper
layer, that coincides in the deformed state with the particle of the lower layer having coordinate
z. In order to find the solution of the system of discrete generalized equilibrium equations of the
composite structure, the Newton—Raphson incremental-iterative method is used.

The effectiveness and accuracy of the present procedure is clearly illustrated by numerical ex-
amples. Due to the generality of the present numerical procedure, the developed finite elements
can be applied in the analysis of load-capacity, ductility and stability of the majority of typ-
ical composite beam structures made from concrete, steel and/or wood that are used in civil
engineering.
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Uvod

Predstavitev problema in pregled stanja na obravhavanem podroé&ju

Sestavljeni oziroma slojeviti ravninski nosilci, ki jih ume§¢amo med t.i. kompozitne konstru-
kcije in jih v nadaljevanju imenujemo kompozitni nosilci, sodijo med inovativnejSe konstru-
kcijske elemente. Zato njihova uporaba tako v gradbenistvu kot tudi v letalski, ladijski in
vesoljski industriji strmo nara$éa. V gradbeniStvu nas do uporabe kompozitnih konstrukci-
jskih elementov pripeljejo tehnoloski postopki gradnje, kot sta na primer montazna in pol-
montazna gradnja [21, 22, 26, 32, 33, 47, 48, 54, 76, 80, 83, 88, 94]. Pogosto pa uporabljamo
kompozitne nosilce pri sanacijah in ojacitvah obstojec¢ih dotrajanih in funkcionalno zastare-
lih konstrukcij [3, 10, 34, 56, 58, 67, 72, 87, 99]. Prav tako so kompozitni nosilci izredno
uporabni kot nosilna konstrukcija pri premo$c¢anju vecjih razponov, saj z njimi enostavneje
zagotovimo potrebno stati¢no visino premostitvenih nosilnih konstrukcij. To lastnost kompozit-
nih nosilcev s pridom uporabimo predvsem pri lesenih konstrukcijah [37, 38, 54, 86, 96, 97].
Znano je, da se vetina gradbenih materialov razlicno odziva pri tlacnih in nateznih obre-
menitvah. Zaradi tega je smiselno v tlacenih delih konstrukcije uporabiti materiale z dobrimi
tlacnimi lastnostmi, v nateznih delih pa materiale z dobrimi nateznimi lastnostmi. Znacilen
primer takSne kombinirane uporabe materialov so armiranobetonske in sovprezne konstruk-
cije [6, 7, 21, 22, 26, 33, 32, 77, 80, 83, 88, 94]. Armiranobetonske konstrukcije so dan-
danes izjemno razsirjene na vseh podrocjih gradnje, sovprezne konstrukcije pa ve¢inoma upora-
bljamo v mostogradnji in pri izdelavi medetaznih konstrukcij stanovanjskih in poslovnih ob-
jektov. Postopek gradnje armiranobetonskih konstrukcij bistveno pospesimo ter precej poeno-
stavimo z uporabo polmontazne gradnje. V primeru polmontazne gradnje mostov najprej pre-
mostimo razpon s prefabriciranimi armiranobetonskimi nosilci, nato pa preko njih zabetoniramo
armiranobetonsko plosco. Sanacijo poskodovanih armiranobetonskih delov konstrukcij pogosto
izvedemo tako, da poskodovani betonski sloj odstranimo in ga nadomestimo z novim slojem
betona [10, 72, 81]. Na ta na¢in dobimo kompozitne nosilce, pri katerih se mehanske in reoloske
lastnosti razlicno starih betonskih slojev bistveno razlikujejo. Ce pri projektiranju zanemarimo
reoloske lastnosti razliéno starih betonskih slojev, se sanirana betonska nosilna konstrukcija
obnaga bistveno drugace, kot smo predvideli v fazi projektiranja sanacije. Predvsem zaradi eno-
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2 Uvod

stavne manipulacije in majhne lastne teze pa v zadnjem ¢asu po§kodovne natezne cone armira-
nobetonskih konstrukcij saniramo kar z dolepljanjem jeklenih ali korozijsko odpornih polimernih
ojacilnih trakov [4, 34, 49, 58, 65, 67, 87, 98]. Tudi sanacijski postopki v poskodovanih kulturno
zgodovinskih objektih nas pogosto pripeljejo do uporabe kompozitnih nosilcev. Medetazne kon-
strukcije zgodovinskih objektov obic¢ajno predstavljajo leseni stropovi. Te enostavno saniramo
7z uporabo sestavljenih nosilnih elementov iz lesa in betona [42]. Postopek sanacije je obi¢ajno
naslednji: najprej odstranimo dotrajane dele stropov, po potrebi ojacamo lesene stropnike, preko
njih pa zabetoniramo armiranobetonsko plosco. S tem postopkom povecamo togost in nosilnost
medetazne konstrukcije, bistveno povecamo tudi hrupno in pozarno zaS¢ito stavbe, istoasno
pa ohranimo neposkodovane spodnje povrSine stropov, ki so pogosto zgodovinskega pomena
(stukature, freske in podobno).

Iz povedanega ugotovimo, da je uporabnost kompozitnih nosilcev v gradbenistvu zelo velika.
Vendar njihova uporaba ni brezpogojna, saj je pogojena s povezanim delovanjem vseh slojev
kompozitnega nosilca. Potrebno togost stika med sloji kompozitnih konstrukcij dosezemo z
uporabo ustreznih veznih sredstev. Le te se razlikujejo glede na vrsto uporabljenega materiala
in glede na stopnjo povezanosti slojev. V sploSnem so sloji kompozitnih nosilcev povezani togo,
podajno ali pa so nepovezani. Povsem toge povezave slojev kompozitnih nosilcev v gradbenistvu
prakti¢no ne moremo zagotoviti, lahko pa se ji priblizamo z uporabo izredno togih veznih sred-
stev. Ta pri obremenitvi preprecujejo nastanek zamikov vzdolz stika slojev in s tem povecajo
togost in mnosilnost kompozitnih nosilcev. Vecina povezav med sloji je podajnih, kar pomeni,
da se zamikom na stikih slojev in s tem manjsi togosti in nosilnosti kompozitnih nosilcev ne
moremo izogniti.

Glede na dejstvo, da podajnost povezave med sloji bistveno vpliva na napetostno in deforma-
cijsko stanje kompozitnega nosilca, v literaturi pogosto zasledimo raziskave, ki eksperimentalno
analizirajo omenjeno problematiko [4, 22, 26, 32, 33, 37, 38, 43, 47, 48, 58, 65, 69, 70, 77, 81,
87, 88, 96, 98]. Kot vemo, so eksperimenti omejeni na preproste konstrukcije in so relativno
dragi. Zato je razumljiva zelja raziskovalcev in projektantov po ucéinkovitih rac¢unskih postopkih
za analizo kompozitnih nosilcev. Veéina raziskovalcev modelira obnasanje kompozitnih nosil-
cev v stanju uporabnosti konstrukcije, zato so razviti racunski postopki omejeni z majhnimi
pomiki in zasuki konstrukcije. V teh primerih govorimo, da kompozitne nosilce modeliramo
s t.i. geometrigsko linearno teorijo nosilcev oziroma s teorijo prvega reda. Ta poenostavljena
teorija kompozitnih nosilcev pa ima pomembno pomankljivost, saj ne omogoca stabilnostne ana-
lize kompozitnih nosilcev, kot so: uklon tlacenih elementov, bo¢na zvrnitev upogibnih nosilcev
ali lokalno izbocéenje vitkih podprerezov. Napredek v stabilnostni analizi kompozitnih nosil-
cev je predstavil Rassam s sodelavci [68, 69]. Izpeljali so analiti¢ne izraze za uklonsko silo
centriéno tlacéenih troslojnih lesenih stebrov s podajnimi stiki med sloji. Pomemben napre-
dek k geometrijsko nelinearni analizi upogibno obremenjenih kompozitnih nosilcev sta prikazala
Girhammar in Gopu [41]. Dvoslojne kompozitne nosilce analizirata s t.i. modificirano teorijo
drugega reda, ki sicer predstavlja geometrijsko poenostavljeno teorijo nosilcev, a je veliko bolj
natan¢na kot teorija prvega reda. Podobno kot Rassam s sodelavci [68, 69], tudi Girhammar
in Gopu [41] izpeljeta analiti¢ne izraze za uklonske sile razlicno podprtih kompozitnih nosil-
cev. Dodatno izpeljeta tudi tocne izraze za kinemati¢ne in ravnotezne kolicine prostolezecega
nosilca po modificirani teoriji drugega reda. Geometrijsko toéne teorije kompozitnih nosilcev, ki
omogoca nelinearno analizo upogibno obremenjenih kompozitnih nosilcev tudi v primeru velikih
pomikov, zasukov in deformacij, v literaturi nismo zasledili. Za natan¢no dolo¢itev napetostnega
in deformacijskega stanja kompozitnih nosilcev je poleg geometrijsko nelinearne teorije kompo-



zitnih nosilcev bistvenega pomena tudi upostevanje nelinearnega obnasanja materiala in stikov
med sloji. Zato v zadnjem casu zasledimo v literaturi veliko raziskav, ki kompozitne nosilce
z upostevanjem zdrsa analizirajo z geometrijsko linearnim in materialno nelinearnim modelom
(2, 11, 25, 26, 41, 43, 45, 47, 54, 58, 67, 69, 68, 80, 81, 86, 87, 94].

Ker analiti¢no resitev za napetostno in deformacijsko stanje kompozitnih nosilcev poznamo samo
za linearne modele kompozitnih nosilcev, in ker te resitve v sploSnem ne ustrezajo dejanskemu
stanju, je razumljiv hiter razvoj razlicnih racunskih postopkov za nelinearno analizo kompo-
zitnih nosilcev z upoStevanjem zdrsa med sloji. Gotovo najbolj razsirjen numeri¢ni postopek
predstavlja metoda koncnih elementov. Razvoj poteka v dveh smereh. Prva skupina razisko-
valcev razvija lastne kon¢ne elemente za analizo kompozitnih nosilcev z upo§tevanjem zdrsa
med sloji [25, 26, 32, 33, 39, 76, 77, 86, 88], medtem ko druga skupina raziskovalcev uporablja
ustrezno prirejene komercialne ra¢unalniske programe [45, 65]. Obi¢ajno raziskovalci s komercial-
nim racunalni§kim programom modelirajo vsak sloj kompozitnega nosilca posebej, za povezavo
slojev oziroma za model stika pa pogosto uporabijo vzmeti [39, 76, 77, 88].

Kot smo povedali, je v zadnjem casu vecina raziskav o obnasanju kompozitnih nosilcev usmerjena
v razvoj racunskih modelov, ki kompozitne nosilce modelirajo z geometrijsko linearno teorijo,
pri tem pa uporabljajo nelinearne modele materiala in stika med sloji. Najve¢jo pomanjkljivost
omenjenih raziskav predstavlja njihova premajhna splosnost. Vecina raziskav je omejena na
konkretne kompozitne nosilce, kot so kompozitni nosilci iz betona in jekla, iz lesa in podobno.
V nadaljevanju na kratko opiSemo dosedanje rezultate teh raziskav kompozitnih nosilcev, ki se
najpogosteje uporabljajo v gradbenistvu.

Newmark s sodelavci [57] je med prvimi eksperimentalno analiziral kompozitne nosilce iz jekla
in betona. Glede na omejene moznosti za raziskovanje v tistem ¢asu so ugotovili, da so zamiki
med slojema obravnavanega kompozitnega nosilca zanemarljivi. Rezultate eksperimentov so
primerjali z linearnim racunskim modelom in ugotovili, da je za inZenirsko analizo sovpreznih
konstrukcij standardni ra¢un z upostevanjem togega stika dovolj natancen. Toda z nadalj-
nimi raziskavami so raziskovalci ugotovili, da ima zdrs med slojema kar pomemben vpliv na
obnasanje kompozitnih nosilcev. Tako je Ansourian [5] preiskal ve¢ kontinuirnih sovpreznih
nosilcev s pre¢nimi prerezi, ki so sodili v razlicne duktilnostne razrede in pri katerih je imel
zdrs med slojema kompozitnega nosilca velik pomen na njihovo obnasanje. Dodatno je izdelal
tudi racunalniski program, ki jeklo in betonsko plos¢o modelira z nelinearnima zakonoma ter
v analizi uposteva zdrs med slojema sovpreznega nosilca. Nadaljni napredek v razumevanju
obnaSanja kompozitnih nosilcev iz jekla in betona predstavljajo dela Fabbrocina [32, 33]. V [32]
in [33] je predstavil nov koné¢ni element za nelinearno analizo prostolezecih kompozitnih nosilcev
iz jekla in betona. Nelinearna materialna modela za jeklo in betonsko plos¢o je uposteval v
obliki moment-ukrivljenost, nelinearen konstitucijski zakon stika pa je uposteval po Ollgaardu
[59]. Tudi Gattesco s sodelavci [39] razvije konéni element za analizo kompozitnih nosilcev, ki
temelji na geometrijsko linearni teoriji nosilcev in nelinearnih konstitutivnih zakonih materi-
ala. Pri tem simulirajo stik med sloji z uporabo nelinearnih vzmeti. Med inzenirji zasledimo
tudi tendenco po preprostih ra¢unskh postopkih. Tako je Seracino [80] analiziral kompozitne
nosilce iz jekla in betona po teoriji prvega reda, pri tem pa je za vpliv podajnosti stika na
pomike vpeljal t.i. povecevalni faktor pomikov. Ta predstavlja razmerje med pomiki kompozi-
tnega nosilca s podajno in s togo povezavo. Sodobnejsi pristop za analizo nosilnosti sovpreznih
nosilcev prikaze v svoji doktorski disertaciji Zona [89]. Predstavi nove, mesane konéne elemente.
Ti so zasnovani na interpolaciji pomikov in posploSenih ravnoteznih sil. Kot je dobro znano, je
obnasanje kompozitnih nosilcev iz jekla in betona v veliki meri odvisno od reoloskega obnasanja



4 Uvod

betona. Analizo ¢asovnega odziva sovpreznih nosilcev v mejnem stanju uporabnosti je opravil
Dezi s sodelavci [25, 26]. Za prostolezeci sovprezni nosilec so ugotovili, da lezenje betona ugodno
vpliva na napetostno stanje nosilca, saj zmanjsa napetosti, ki so posledica kréenja betona, tudi
do 35°/,.

Kot smo omenili zZe v uvodu, so kompozitni nosilci pogosto konstrukcijski elementi lesenih kon-
strukcij. Kljub temu, da je dejansko obnasanje stika v kompozitnih lesenih nosilcih nelinearno
[37, 38], vecina avtorjev analizira kompozitne lesene nosilce z uporabo linearnega konstitucijskega
zakona stika [43, 47, 54, 69, 86]. Goodman [43] je med prvimi izpeljal analiticne izraze za li-
nearno obnasanje upogibno obremenjenih troslojnih kompozitnih lesenih nosilcev z upostevanjem
zdrsa med sloji. Milner [54] je analiziral sestavljene lesene nosilce s pasnicama iz masivnega lesa
na kateri sta z Zeblji bo¢no pritrjeni stojini iz vezanih plo§¢. V teoreti¢nih izpeljavah je razdelil
pomike sestavljenega nosilca na pomike, ki so posledica upogibnih deformacij in na pomike, ki
so posledica striznih deformacij. Zdrs zebljev je zelo preprosto zajel kar v nekoliko spremenjeni
strizni povrSini preénega prereza. Thompson [86] je za elastitno analizo sestavljenih lesenih
nosilcev razvil program FEAFLO, ki temelji na metodi konénih elementov. V nadaljevanju
njegovega dela so Wheat, Vanderbilt in Goodman [96] program razsirili tako, da omogoca tudi
nelinearno modeliranje obnasanja stika. Ugotovili so, da je nelinearna analiza kompozitnih pro-
stolezecih lesnih nosilcev bistveno natanénejsa kot linearna, predvsem ko so obtezeni z linijsko
obtezbo. Ve¢ avtorjev je analiziralo tudi uklon lesenih kompozitnih stebrov [47, 48, 68, 69].
Rassam s sodelavci [68, 69] je v stabilnostni analizi lesenih kompozitnih stebrov predpostavil
nelinearen zakon stika in elasticen konstitucijski zakon lesa. Da so zagotovili realno obnasanje
modela so dimenzije podprerezov izbrali tako, da tudi tik pred uklonom niso presezene elasti¢ne
deformacije. Tudi Kamiya [47, 48] je analiziral uklon kompozitnih lesenih elementov. Ana-
liziral je kompozitni nosilec, ki ga sestavljata z zeblji povezana lesen steber in lesena obloga. Za
model lesa je izbral elasticen zakon, za stik pa linearen oziroma nelinearen konstitucijski zakon.
V raziskavah je pokazal, da ima nelinearni konstitucijski zakon stika bistven vpliv na velikost
uklonske sile obravnavanih kompozitnih nosilcev.

Pregled racunskih postopkov in razlicne mozne izvedbe upogibno obremenjenih kompozitnih
nosilcev iz lesa in betona predstavi Van der Linden [88]. Na podlagi Stevilnih eksperimentov
ugotovi, da je z uporabo obicajnih vrst lesa tip porusitve kompozitnih nosilcev krhek. Za
kompozitne nosilce iz betona in iz lesa vi§je kvalitete ali lepljencev pa ugotovi, da nastopijo pred
porusitvijo velike plasticne deformacije. Te so posledica plastifikacije veznih sredstev.

Na koncu predstavimo raziskave o obnasanju kompozitnih nosilcev, ki se uporabljajo pri sanaciji
gradbenih konstrukcij. Postopek sanacije oziroma dolepljanja t.i. FRP (fiber reinforced plastic)
ojacitev na poskodovane natezne cone armiranobetonskih konstrukcij analizirajo Stevilni avtorji
[4, 34, 49, 56, 58, 65, 67, 87, 98]. Do nedavnega smo za ojacitve poskodovanih armiranobetonskih
nosilcev uporabljali dolepljanje jeklenih trakov, z razvojem polimernih materialov pa smo jeklene
trakove zamenjali s polimernimi. T1i so lazji, zato je tehnoloski postopek dolepljanja preprostejsi,
so pa tudi odpornejsi na agresivne vplive okolja. Ker pri tako saniranih armiranobetonskih
nosilcih opazimo krhek tip porusitve, ki je v gradbenisStvu nezazelen, je precej raziskav usmerjenih
v eksperimentalno in numeri¢no analizo njihovega obnaSanja pri poru§itvi. Tip porusitve s FRP
ojacanih nosilcev je mo¢no odvisen od mesta nameScenih ojacitev, saj te lahko namestimo vzdolz
celotnega nosilca ali pa samo na doloc¢ene odseke. Avtorji Yuan, Wu in Yoshizava [99] so na
osnovi razlicnih nelinearnih konstitucijskih zakonov stika za povezovalni epoksi sloj predvideli
Sest razliénih tipov porusitve ojacanih kompozitnih nosilcev. Med temi je najbolj problemati¢na
delaminacija oziroma odlepljanje FRP ojacitev. Vecina raziskovalcev v svojih analizah s FRP



ojacanih nosilcev zanemari zamik med betonom in ojaditvijo, le redki ga upostevajo in sicer
podajnost stika modelirajo z linearnim zakonom [49, 67, 98, 99].

Zakljucimo z ugotovitvijo, da so dosedanje raziskave o obnasanju kompozitnih nosilcev, ki jih
pogosto uporabljamo v gradbeniStvu, omejene predvsem na raziskave o razumevanju obnasanja
konkretnih kompozitnih nosilcev, precej manj pa je poudarka na razvoju natanénih in uéinkovitih
racunskih postopkov.

Vsebina dela

Jedro disertacije predstavlja izdelava racunskega postopka in racunalni§kega programa v pro-
gramskem okolju Matlab za stati¢no nelinearno analizo kompozitnih ravninskih nosilcev z upo-
Stevanjem zdrsa med sloji. Predstavljeni racunski postopek je zelo sploSen in je zasnovan na ma-
terialno in geometrijsko nelinearnem modelu ravninskega nosilca. Vsak sloj kompozitnega nosilca
modeliramo s kinemati¢no toéno Reissnerjevo teorijo ravninskih nosilcev [71]. Ta uposteva mem-
bransko, strizno in upogibno deformiranje nosilca ter ne omejuje velikost pomikov, deformacij
in zasukov. Znano je, da je Reissnerjev model ravninskega nosilca zasnovan na Bernoullijevi
predpostavki o ravnih preénih prerezih. Ta doloca, da ravni preéni prerezi, pravokotni na nede-
formirano referen¢no os nosilca, ostanejo ravni tudi v deformirani legi, toda ne ve¢ pravokotni
na deformirano referen¢no os, ter na predpostavki, da se oblika in velikost precnega prereza
vsakega sloja kompozitnega nosilca med deformiranjem ne spreminjata. Ker je pri vecini grad-
benih konstrukcij vpliv striznih deformacij na napetostno in deformacijsko stanje zanemarljiv, jih
v analizi zanemarimo. V splo§nem se pri kompozitnih gradbenih konstrukcijah pojavijo zamiki
na stikih slojev v vseh fazah obremenitve konstrukcije, medtem ko se razslojevanje kompozitnega
nosilca pojavi predvsem pri porusitvi. V disertaciji detajlneje prikazemo osnovne enacbe, s ka-
terimi opiSemo napetostno in deformacijsko stanje dvoslojnih kompozitnih kontinuirnih nosilcev
z upostevanjem zdrsa med slojema, razslojevanje med sloji pa zanemarimo. Razviti racunski
postopek je zelo splosen in zato omogoca geometrijsko in materialno nelinearno analizo razlicnih
vrst kompozitnih nosilcev, ki se uporabljajo v gradbenistvu. Tako bo predstavljeni ra¢unski
postopek omogocal analizirati napetostno in deformacijsko stanje kompozitnih nosilcev, ki so
sestavljeni iz razlicnih materialov, kot so na primer: beton-beton, beton-jeklo, les-les, les-beton,
beton v kombinaciji s polimernimi ali drugimi oja¢itvami in podobno. Z uporabo ustreznih re-
oloskih modelov pa omogoca razviti racunski postopek tudi analizo ¢asovnega razvoja napetost-
nega in deformacijskega stanja kompozitnih nosilcev.

Sistem nelinearnih diferencialnih in algebrajskih enach, s katerimi opiSemo napetostno in de-
formacijsko stanje dvoslojnega kompozitnega nosilca, izpeljemo oziroma formuliramo s pomocjo
modificiranega Hu-Washizujevega funkcionala. Zaradi matemati¢ne zahtevnosti problema sis-
tem nelinearnih enacb diskretiziramo z metodo koncnih elementov. Za dolocitev napetostnega in
deformacijskega stanja kompozitnih nosilcev izpeljemo druzino novih deformacijskih konénih ele-
mentov. Znacilnost razvitih deformacijskih kon¢nih elementov je v tem, da vzdolz referenéne osi
kompozitnega nosilca interpoliramo specifiéno spremembo dolzine zgornjega in spodnjega sloja
£ in eb ter pseudoukrivljenost referencne osi kompozitnega elementa x®. Zaradi poenostavitve
numeri¢nega algoritma dodatno interpoliramo tudi materialno koordinato z* in normalno kom-
ponento linijske kontaktne obtezbe ¢2. Materialna koordinata z* zgornjega sloja kompozitnega
nosilca predstavlja tisti delec zgornjega sloja na stiku, ki v deformirani legi solega z delcem
spodnjega sloja na stiku z materialno koordinato x. Obravnavano druzino konénih elementov,

kjer kot edina neznana funkcija nastopa samo pseudoukrivljenost tezis¢ne osi k, je v svoji do-
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ktorski disertaciji za analizo vkljucitve lokalnih stabilnostnih pogojev v globalno tangentno to-
gostno matriko konstrukcije predstavil ze Planinc [60]. Prispevek te disertacije je prireditev
deformacijskih konénih elementov za geometrijsko in materialno nelinarno analizo kompozitnih
ravninskih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema. Prednosti teh konénih elementov so v
primerjavi s konénimi elementi, ki so zasnovani na interpolaciji kinemati¢nih koli¢in, naslednje:
neobcutljivost elementov na vse vrste blokiranj, konsistentno upostevanje konstitucijskih enacb,
osnovne enacbe konénega elementa so izjemno pregledne, odlikuje pa jih tudi velika natanénost.

V disertaciji reSimo sistem diskretnih posploSenih ravnoteznih enacb konstrukcije z Newton-
Raphsonovo inkrementno-interacijsko metodo. Pri tej metodi za znan inkrement obtezbe
iterativno izracunamo popravke inkrementov posploSenih vozlisénih pomikov zaporedoma za
1 = 0,1,2,... do zZeljene natanc¢nosti. Ucinkovitost in natancnost razvite racunske metode in
programske opreme preverimo s primerjavo nasih ra¢unskih rezultatov z eksperimentalnimi in
numeri¢nimi rezultati iz literature. S parametri¢nimi studijami ocenimo tudi ustreznost pri-
bliznih ra¢unskih metod za analizo stabilnosti kompozitnih lesenih elementov po Eurocode 5
[31].

Disertacija ima poleg uvoda Se stiri poglavja. V drugem poglavju izpeljemo osnovne enacbe
ravninskih kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema. V tretjem poglavju, s
pomocjo modificiranega izreka o virtualnem delu, diskretiziramo sistem osnovnih enac¢b kom-
pozitnega nosilca z upoStevanjem zdrsa med slojema in izpeljemo sistem diskretnih posplosenih
ravnoteznih enacb kompozitne konstrukcije. V cetrtem poglavju z racunskimi primeri ana-
liziramo natancénost in ucinkovitost predstavljenega racunskega postopka za vse znacilne kom-
pozitne konstrukcije, ki jih uporabljamo v gradbenistvu. Tako analiziramo dvoslojne lesene
nosilce, sovprezne nosilce iz jekla in betona in zahteven problem diferen¢nega kréenja dvo-
slojnega armiranobetonskega nosilca. Na koncu podamo Se zakljucke.



Osnovne enacbe kompozitnih
nostlcev

V disertaciji predstavimo analizo dvoslojnih kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med
slojema. Vsak sloj kompozitnega nosilca modeliramo s kinemati¢no toéno Reissnerjevo teorijo
ravninskih nosilcev [71]. Ta upoSteva membransko, strizno in upogibno deformiranje nosilca
ter ne omejuje velikost pomikov, deformacij in zasukov. Reissnerjev model ravninskega nosilca
je zasnovan na znani Bernoullijevi predpostavki o ravnih precnih prerezih, ki doloca, da ravni
prerezi, pravokotni na nedeformirano referenéno os nosilca, ostanejo ravni tudi v deformirani
legi, toda ne veC pravokotni na deformirano referen¢no os, ter na predpostavki, da se oblika
in velikost precnega prereza med deformiranjem ne spreminja. Ker je pri veéini gradbenih
konstrukceij vpliv striznih deformacij na napetostno in deformacijsko stanje majhen, jih v analizi
zanemarimo. V splo§nem se pri kompozitnih gradbenih konstrukcijah pojavijo zamiki na stikih
slojev v vseh fazah obremenitve konstrukcije, medtem ko se razslojevanje kompozitnega nosilca
pojavi predvsem pri poru§itvi. Zato v disertaciji detajlneje prikazemo osnovne enacbe, s katerimi
opiSemo napetostno in deformacijsko stanje dvoslojnih kompozitnih nosilcev z upostevanjem
zdrsa med slojema, razslojevanje med sloji pa zanemarimo.

2.1 KINEMATICNE ENACBE

Obravnavamo dvoslojni kompozitni nosilec z zac¢etno dolzino L in s konstantnima pre¢nima pre-
rezoma AP zgornjega in A% spodnjega sloja. Spodnji sloj kompozitnega nosilca oznacimo z a,
zgornjega pa z b (slika 2.1). Deformiranje kompozitnega nosilca analiziramo v ravnini (X, Z)
evklidskega ambientnega prostora, kjer smo izbrali fiksni desnosuéni karteziéni koordinatni sis-
tem (X,Y,Z) z ortonormiranimi baznimi vektorji Eyx, E; in Ey = E; x E x. Deformirano
lego vsakega sloja kompozitnega nosilca opiSemo z druzino precnih prerezov in z ravninsko
krivuljo, ki jo imenujemo referencéna os. Relativno lego delcev na referencni osi obeh slojev
nosilca dolo¢ata materialni koordinati z € [0, L] in z® € [0, L]. Pre¢no ravnino spodnjega sloja
kompozitnega nosilca doloca enotski vektor e, ki je pravokoten na precni prerez. V ravnini
precnega prereza izberemo tudi enotska in pravokotna vektorja ey in eZ, kjer je ey = Ey. Vek-

torji ez, ey in €7 tvorijo bazo materialnega koordinatnega sistema spodnjega sloja kompozitnega

7



8  Osnovne enatbe kompozitnih nosilcev

nosilca z materialnimi koordinatami z%, y®, z%. Na ta nacin je poljubni delec D precnega prereza
sloja a kompozitnega nosilca dolo¢en z materialnima koordinatama (y®, z%) € A%, njegovo lego
vzdolz referencne osi pa dolo¢a materialna koordinta z® € [0, L] (slika 2.1). Na podoben naé¢in
definiramo z ortonormirano bazo e, ez in €’ tudi preéni prerez in materialni koordinatni sistem
zgornjega sloja kompozitnega nosilca. Tako relativno lego poljubnega delca D° zgornjega sloja
dolo¢ajo materialne koordinate (z°,°, 2°) € L x A’. V nadaljevanju predpostavimo, da krivulja,

ki jo doloCa presecisce simetrijske ravnine (X, Z) in sti¢ne ravnine slojev kompozitnega nosilca,

dolo¢a referenéno os slojev a in b obravnavanega nosilca, torej z¢ = 2? = z (slika 2.1). To

krivuljo imenujemo referenc¢na os kompozitnega nosilca.

nedeformirana lega precni prerez
>
b
Ey
E, Tz;f
SN DN
a,0, a
|
\
2= zb- 7

Slika 2.1: Nedeformirana in deformirana lega dvoslojnega kompozitnega nosilca.

Deformirano lego poljubnega delca D? sloja a in poljubnega delca D sloja b kompozitnega.
nosilca glede na prostorski kartezi¢ni koordintani sistem dolocata vektorski funkciji:

RY(D?) = R"(z,y",2%) = Ry(x) + y'e,(2) + 2"e;(x) =

X(ZE, yaa ZG)EX + Y(ZE, yaa Za)EY + Z(ZE, yaa Za)EZa (21)

R'(D") = R*(z,4",2") = R{(x) + ye))(x) + 2"} (x) =
X(a:aybazb)EX + Y(xaybazb)EY + Z(H?,yb, zb)EZ- (22)

Z namenom poenostaviti nadaljne izpeljave predpostavimo, da je zacetna nedeformirana lega

kompozitnega nosilca ravna, in da nedeformirana referen¢na os nosilca sovpada s prostorsko

koordinatno osjo X. V nedeformirani legi torej velja z¢ = 2 = z = X, y* = y* = Y in
s 0 0 b0 . b,0
2% = 2 = Z, ter posleditno Ex = ey =ey , Ey = e, =e, in E;y =e; =e,, kar
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je tudi nazorno prikazano na sliki 2.1. Nedeformirana oziroma zacetna lega poljubnega delca
D* sloja a oziroma poljubnega delca D sloja b kompozitnega nosilca je dolocena z vektorskima
funkcijamas:

r®(D%) = r*(z,y*, 2%) = ri(r) + y‘“eZ’0 +2%e%? = 2Ex + y*Ey + 2°E, (2.3)
r? (D) = rb(z, 40, 2°) = v} (z) + ybeZ’U + 2" = 2 Ex + y’Ey + 2" E . (2.4)

Pri tem je r = r) = 2Ex lega delca na referenéni osi kompozitnega nosilca.

Pomike referencne osi sloja a in sloja b kompozitnega nosilca definiramo z enacbama.
u’(z) = Rj(z) — ri(z) = u(x)Ex + v () Ey + w(z)Ez, (2.5)
u’(z) = RY(z) — r}(z) = u’ () Ex + v*(z) Ey + w’(z)E. (2.6)

Ko upostevamo ravninsko deformiranje kompozitnega nosilca, torej v* = v® = 0, je deformirana
lega delcev referencne osi sloja a oziroma sloja b kompozitnega nosilca dolo¢ena z vektorskima
funkcijama:

R{(z) = zEx +u%(z) = ((z + u*(z)) Ex + w®(z)Ez, (2.7)

((x—l—ub(w))EX +w(z)Ey. (2.8)

Rb(z) = zEx + u’(z)

Definicijsko obmoc¢je kinemati¢nih in deformacijskih funkcij, s katerimi opiSemo deformiranje
dvoslojnega kompozitnega nosilca, lahko v splosnem razdelimo na tri medsebojno povezane
intervale.

(a) (b) (©)

Slika 2.2: Razlicne mozne kombinacije definicijskih obmocij kinematiénih in deformacijskih funkcij
dvoslojnega kompozitnega nosilca.

Levi in desni interval definicijskega obmocja funkcij predstavljata levi in desni previs sloja a
oziroma sloja b kompozitnega nosilca. Definicijsko obmodcje funkcij na levem previsu je z% =
z € I# = [0,1%] oziroma z° = z € I = [0,1%], definicijsko obmo¢je na desnem previsu pa
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z* =2 € I§ = [I§, L] oziroma t=rell= [lfl, L]. Vmesni interval, ki predstavlja definicijsko
obmocje funkcij na stiku obeh slojev kompozitnega nosilca, pa oznacimo z 2 = x € I = [I}", 1§
oziroma z° = z € 7% = [I?,1%]. Pri tem velja ZPUZ?UZ$ = [0, L] in Z)UZ°UZ} = [0, L]. Glede na
vrsto obtezbe in robne pogoje obstaja devet razli¢nih deformiranih leg kompozitnega nosilca in s
tem devet razlicnih kombinacij definicijskih obmo¢ij kinemati¢nih in deformacijskih funkcij (slika
2.2). V nadaljevanju podrobno izpeljemo kinemati¢ne enacbe in kinemati¢ne vezne enacbe za
Reissnerjev model dvoslojnega kompozitnega nosilca na stiku obeh slojev. Kinemati¢ne enacbe
obeh previsov so dobro znane, zato jih povzamemo po literaturi [71].

Kinemati¢ne enatbe dvoslojnega kompozitnega nosilca na stiku med slojema

Pri izpeljavi osnovnih enacb dvoslojnega kompozitnega nosilca na stiku med slojema se izkaze,
da je primerno ustrezno reparametrizirati referencno os sloja b kompozitnega nosilca. 7 vpel-
javo nove materialne koordinate x* se izpeljava osnovnih enaCb bistveno poenostavi in je bolj
razumljiva. Koordinata z*(z) doloca delec D° zgornjega sloja b kompozitnega nosilca, ki v de-
formirani legi solega z delcem D spodnjega sloja a, s koordinato x. Povezavo materialnih koor-
dinat = in z* prikazuje slika 2.3.

Slika 2.3: Reparametrizacija referencne osi sloja b kompozitnega nosilca. Koordinata £*(x) doloca
delec D sloja b kompozitnega nosilca, ki v deformirani legi solega z delcem D sloja a.

Deformirano lego poljubnega delca D sloja a in poljubnega delca D sloja b v referenéni osi kom-
pozitnega nosilca dolocata enacbi (2.7) in (2.8). Z vpeljavo koordinate z*(z) ter z zahtevo, da se
sloja kompozitnega nosilca ne moreta razmakniti, dobimo kinemati¢ne vezne enacbe dvoslojnega
kompozitnega nosilca:

Ri(z) = R)(z*) — ((z +u®(z))Ex +w*(z)Ez = ((z* + ub(x*))EX +uw(zVE,,  (2.9)
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oziroma v komponentni obliki:
z +u(z) = z* + ub(z*), (2.10)

w(z) = w’(z*). (2.11)

Glede na predpostavko, da med deformiranjem sloja kompozitnega nosilca drsita drug po drugem,
pri tem pa se ne moreta razmakniti oziroma razslojiti, velja, da sta ukrivljenosti referen¢nih osi
x® in x” obeh slojev kompozitnega nosilca enaki:

e b ¥
X" (z) = x"(z*) - ifa((gg)) = ifb((ﬁ)) . (2.12)

Pri tem smo s ¢® in s% oznaéili zasuk in dolzino deformirane referenéne osi sloja a, s ¢ in s® pa
zasuk in dolzino deformirane referenéne osi sloja b kompozitnega nosilca. Specificni spremembi
dolzin referenc¢nih osi spodnjega in zgornjega sloja €% in €® definiramo z enac¢bamas:

ds®(z) = (1 + £%(z))dz, (2.13)
ds®(z*) = (1+ 6b(m*))dx*. (2.14)

Ce izraza za spremembo dolzine referenéne osi sloja a in sloja b kompozitnega nosilca (2.13) in
(2.14) vstavimo v enacbo (2.12), dobimo zveze za t.i. psevdoukrivljenosti referencne osi sloja a
in sloja b (glej na primer Vratanar in Saje [91]):

_ dy®(z)

k' (z) = e (1+e%(2))x“(z), (2.15)
b ¥
K (z*) = d(’iiizi*) =(1+ 6b(x*))xb($*). (2.16)

Enacba (2.12) dolo¢a tudi zvezo med psevdoukrivljenostima sloja a in sloja b kompozitnega

nosilca:
o L+e() ,

V nadaljevanju izpeljemo Se preostale kinemati¢ne enacbe Reissnerjeve teorije ravninskih dvo-
slojnih kompozitnih nosilcev. Pomo¢ pri izpeljavi teh enacb predstavlja slika 2.3. S pomocjo
enacbe (2.9) ugotovimo, da za deformirano referenéno os sloja a kompozitnega nosilca velja
X(z) = z+u(x) in Z(z) = w?(z), ter posledi¢no tudi dX (z) = dz+du’(x) in dZ(z) = dw’(x).
Tako sta preostali kinematic¢ni enacbi sloja a kompozitnega nosilca naslednji:

cos p(z) = jﬁgi; —  cosp(x) = —((im_:gf&a)()z)m —
1+ d“;ix) — (14 &%(z)) cos ¢*(z) = 0, (2.18)
sin p®(z) = _igza((i)) —  sing%(x) = — (1 _(:Qg:((j))) o —
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dw?(x)
dz

+ (1 +&%=)) sinp®(z) = 0. (2.19)

Podobno izpeljemo tudi preostali dve kinematiéni enacbi sloja b kompozitnega nosilca. Najprej
s pomocjo enacbe (2.9) ugotovimo, da za deformirano referenéno os sloja b kompozitnega nosilca
velja X(z*) = z* 4+ ub(2*) in Z(z*) = w®(z*), ter poslediéno tudi dX(z*) = dz* + du’(z*) in
dZ(z*) = dw’(z*). Preostali kinemati¢ni enacbi sloja b kompozitnega nosilca sta tako:

o dX(z) o dz*+dub(z)
0@ = Faen T ) = T ar
1+ du(:if*) -1+ 6b((L‘*)) cos @’ (z*) = 0, (2.20)
. o dZ(z) : o duw’(z*)
'@ = =g 0 ) = e
wl(z*
ddigg*) + (1 + 6b((L‘*)) sinapb(x*) = 0. (2.21)

Glede na povedano, so kinemati¢ne enatbe ter ustrezne kinemati¢ne vezne enatbe za Reissnerjevo
teorijo dvoslojnih kompozitnih nosilcev naslednje:

sloj a kompozitnega nosilca x € T*:

du’(x)

L (1 +¢&%(z)) cos p*(z) =0, (2.22)
d a
wdgfx) + (14 ¢%(2)) sing(z) =0, (2.23)
d‘pdix) — k9(z) =0, (2.24)
sloj b kompozitnega nosilca =* € I%*:
d b(, %
1+ “dif ) _ (14 b)) cos (@) =0, (2.25)
d b %
% + (14 €¥(2*)) sin’(2*) = 0, (2.26)
b, %
d"iiig(cff) — kb (z*) =0, (2.27)
kinematiéni vezni enachbi x € I® in z* € T%*:
x4 ut(x) = z* +u’(z*), (2.28)
w(z) = w’(z"). (2.29)

Pri numeri¢éni analizi dvoslojnih kompozitnih nosilcev se izkaze, da je ugodno upostevati vpliv
kinemati¢nih veznih enacb (2.28) in (2.29) v kinemati¢nih enacbah (2.22)—(2.27). Pri tem
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moramo enacbi (2.28) in (2.29) ustrezno preoblikovati. Najprej ju odvajamo po koordinati
Z:
du(z)  dz*  du(z*)dz”
de  dz dr* dz’
dw®(z)  dw’(z*)dz*
dez dz* dz’

1+ (2.30)

(2.31)

Nato v enacbah (2.30) in (2.31) upostevamo kinematicne enacbe (2.22), (2.23), (2.25) ter (2.26)
in dobimo:

(1 + %)) cosp®(z) = ((1 + (%)) cos Lpb(m*)> (23;*, (2.32)
(1 + %)) sing®(z) = ((1 + 6b(m*)) sin Lpb(m*)> (ig;* (2.33)

Na koncu enacbi (2.32) in (2.33) med seboj delimo in dobimo geometrijsko zelo nazorno zvezo
med zasuki referen¢nih osi sloja a in sloja b kompozitnega nosilca:

tan % (z) = tan’(z*) —  ©%(z) = ¢°(z*). (2.34)

S pomocjo enacb (2.32) in (2.34) dobimo tudi zvezo med specificnima spremembama dolzin re-
ferencénih osi slojev a in b kompozitnega nosilca ter materialnima koordinatama z in z* v obliki

enostavne diferencialne enacbe: 4 . ()
z* + e%(x

= 7 2.35

de 14 eb(z¥) (2:35)

Ce enacbo (2.26) pomnozimo z izrazom (2.35), ter pri tem upostevamo modificirane kinematicne
vezne enacbe (2.31), (2.34) in (2.35) se izkaze, da sta kinemati¢ni enacbi (2.23) in (2.26) identiéni:

d b(..x
w () + (1 +e(@%))sing’(z*) =0 —
dz*
dw’(z*) dz* br e . by s dxt
o + (14 &°(z")) sing’(z*) W = 0 — (2.36)
d a
wdix) + (14 &%=)) sinp®(z) = 0.

Podobno s pomoéjo enacb (2.17), (2.34) in (2.35) ugotovimo identiteto med enacbama (2.24) in
(2.27):

d b(..x
(fi(f )—h‘,b(I*):O N
x
deP(z*) dz* b Azt
o dr " (x¥) o = 0o - (2.37)
d a
(pd$($) — k(z) = 0.

Glede na povedano, so modificirane kinemati¢ne enatbe kompozitnega nosilca na stiku med
slojema z € 7% in z* € I naslednje:

du’(x)

1
+d$

— (14 ¢&%(z)) cosp*(z) =0, (2.38)
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1+ d“;if*) — (L4 £"(@")) cos b (z*) = 0, (2.39)

dwd“;m) + (1 + %)) sinp®(z) =0, (2.40)
de®(x)  a

Epa (z) =0, (2.41)

) dz* 14 ¢&%x)
o x b, .x . S
r+u(z) =2"+u’(z*) ali & 11 (2.42)

Ob enacbah (2.38)-(2.42) veljajo tudi geometrijsko zelo nazorne zveze med vertikalnimi pomiki
in zasuki

wb(z*) = w?(z), (2.43)
o'(a*) = ¢*(x) (2.44)
ter pseudoukrivljenostmi \
*) l+e¢ (x*),%“ T
K (2*) = Trea@) (z). (2.45)

Kot smo ze vetkrat povedali, se pri deformiranju kompozitnega nosilca v splosnem pojavijo tudi
zamiki na stiku slojev, ki jih imenujemo zdrs sloja a in sloja b in jih oznagimo A%(z) in A®(z*).
Geometrijski pomen zdrsa A%(x) med slojema kompozitnega nosilca prikazuje slika 2.4.

Slika 2.4: Geometrijski pomen zdrsa A%(z) pri dvoslojnem kompozitnem nosilcu.

S preprostim ra¢unom in s pomocjo slike 2.4 ugotovimo zvezo med zdrsom in deformacijskima
koli¢inama €% in € :

A%(x) + sb(x) =A%0)+s%z) — A%=x)=A%0)+ /Om (6“(5) — 6b(£))d£ (2.46)
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ali

z* ()
A%(z) = / (1+£°(9))de. (2.47)

Podobno kot dolo¢a enacba (2.47) zdrs med delcema sloja a in sloja b z materialnima koordi-
natama z, je zdrs med delcema obeh slojev z materialnima koordinatama x* dolocen z enacbo:

*

Ab(x*):/x (14€%(&))de. (2.48)
z(z*)

V nadaljevanju definiramo tudi specificni spremembi dolzine poljubnega materialnega vlakna
sloja @ in sloja b kompozitnega nosilca D® in D°. Kot je dobro znano, vpeljemo z D% in DP?
konstitucijske enacbe ravninskih nosilcev.

S

Nm =

\Ge
N
\%6

Slika 2.5: Geometrijski pomen specificne spremembe dolzine poljubnega materialnega vlakna sloja
a in sloja b kompozitnega nosilca.

S pomogjo slike 2.5 in enacbe (2.15) ugotovimo zvezo med specificno spremembo dolzine poljub-
nega materialnega vlakna sloja a kompozitnega nosilca D® ter deformacijskima koli¢inama
referencne osi €% in K% :

~dS%wz,2%) —dx (R(z) + 2%)de"(z)

D% (z,2%) = = - D%z, 2% = o -1 =
1
ay T 2%)de" (2)
D%z, 2%) = Sue - ) —1 = D%a,2%) = e(x) + 2x(z). (2.49)
X

Podobno ugotovimo z enacbo (2.16) tudi zvezo med specificno spremembo dolzine poljubnega

materialnega vlakna sloja b kompozitnega nosilca D? ter deformacijskima koli¢inama referenéne
b b .

osi €’ in k" :

_dSP(z, 2 — da

dz*

—  Dz*,2%) = l(z*) + 2bKP(z"). (2.50)

S
Sl
—~
8
- *
N
o
~
|
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Kinemati¢ne enatbe previsov kompozitnega nosilca

Kinemati¢ne enacbe previsov kompozitnega nosilca so standardne kinemati¢ne enacbe Reissner-
jevega modela ravninskega nosilca. Izpeljemo jih podobno, kot smo izpeljali kinemati¢ne enacbe
kompozitnega nosilca na stiku. Ker so kinemati¢ne enacbe Reissnerjevega modela ravninskega
nosilca dobro znane, jih tu povzamemo po literaturi [71]. Poudarimo pa geometrijsko nazorno
dejstvo: ¢e previs predstavlja sloj a kompozitnega nosilca, so kinemati¢ne enacbe previsa kom-
pozitnega nosilca kinemati¢ne enacbe sloja a in obratno; ¢e previs predstavlja sloj b kompoz-
itnega nosilca, so kinemati¢ne enacbe previsa kompozitnega nosilca kinemati¢ne enacbe sloja
b.

Kinematicne enacbe levega previsa kompozitnega nosilca so:

x €1
1+ Md—;x) — (14 ¢&%(z)) cosp*(z) =0, (2.51)
dw;;x) + (1 +&%w)) sinp®(z) =0, (2.52)
de(x) a0y _
4 F (x)=0 (2.53)
ali
T € Ilb :
b
1+ d“dg(f) — (14 &(x)) cos o’ (z) =0, (2.54)
% + (1+ 6b((L‘)) sin’(z) = 0, (2.55)
de’(z) _
S k' (z) = 0. (2.56)

Kinemati¢ne enacbe desnega previsa dvoslojnega kompozitnega nosilca so povsem enake kine-
matiénim enacbam (2.51)-(2.56), le da je v tem primeru potrebno ustrezno spremeniti definici-
jsko obmocje funkcij. Tako spremenimo obmocje Z;' v Z] in obmocje Ilb v Ig.

Ker so vse kinemati¢ne enacbe dvoslojnega kompozitnega nosilca diferencialne enacbe 1. reda, jih
re§imo z upostevanjem predpisanih kinemati¢nih robnih pogojev. Pri tem je potrebno upostevati
tudi kompatibilnost pomikov in zasukov na stiku med previsoma in delom kompozitnega nosilca
na stiku med slojema. Pri izpeljavah nismo omejevali velikosti kinemati¢nih in deformacijskih
koli¢in, zato imenujemo predstavljene kinemati¢ne enacbe kompozitnega nosilca kinematicno
oziroma geometrijsko toéne enacbe. V nadaljevanju imenujemo koli¢ine €%, €%, k* in k* defor-
macijske spremenljivke, kolicine u®, ub, w®, w®, ¢® in ©° pa kinematicne spremenljivke.

2.2 RAVNOTEZNE ENACBE

Podobno kot smo izpeljali kinemati¢ne enacbe Reissnerjevega dvoslojnega kompozitnega nosilca,
izpeljemo tudi ravnotezne enacbe. Tudi pri izpeljavi ravnoteznih ena¢b kompozitnega nosilca
razpade definicijsko obmodéje funkcij, ki nastopajo v ravnoteznih enacbah, na tri medsebojno
povezane intervale in sicer; za sloj @ na Z8 UZ*UZ% = [0, L] ter za sloj b na Z) UZ*UZ4 = [0, L].
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Kot je znano, predstavljajo ravnotezne enacbe zvezo med zunanjo obtezbo in notranjimi stati¢nimi

koli¢inami. Predpostavimo, da sta sloj @ in sloj b v deformiranih referen¢nih oseh obremenjena
. . e . -~ _ . b _ b b

s konservativno linijsko zunanjo obtezbo p* = pS Ex +p% Ez in p’ = p\ Ex +p, E 7, s konser-

vativnima linijskima zunanjima momentoma m® = m§,Ey in mb = m’l’/Ey ter s konservativno

posplogeno robno obtezbo S¢ in S? (i = 1,2,...,6), kar prikazemo na sliki 2.6.
b
e

0 L
E,
|
|
|
\

ZaE ZbE Z

Slika 2.6: Zunanja obtezba kompozitnega nosilca.

Kjub temu, da linijske obtezbe p®, p®, m® in mb delujejo vzdolz deformiranih referenénih osi,
predpostavimo, da so merjene glede na nedeformirano dolzino kompozitnega nosilca.

Ker sloja kompozitnega nosilca obravnavamo kot dva loc¢ena nosilca, katerih povezano delovanje
zagotavljajo kinematicne vezne enacbe, sta oba sloja na medsebojnem stiku vzdolz referenénih
osi z € I% in z* € I%* obtezena tudi s t.i. kontaktnima linijskima obtezbama:

q"(z) = ¢i (v)ez(z) + qp ()€ (2) = ¢ (2) Ex + 4% (2) Bz, (2.57)

q'(z*) = gt (a")e(¢*) + g (7)€l (z") = gk (+") Ex + dy(a*) Ez. (2.58)

Podobno kot za linijsko zunanjo obtezbo tudi za kontaktni linijski obtezbi g% in g° prepostavimo,
da sta merjeni glede na nedeformirano dolzino referen¢ne osi kompozitnega nosilca. Glede na
predpostavko, da se sloja kompozitnega nosilca ne moreta razmakniti oziroma razslojiti, lahko pa
drsita drug po drugem, velja po tretjem Newtonovem zakonu o akciji in reakciji za komponento
kontaktne linijske obtezbe v smeri normale na sticno ploskev zveza:

gy (") + gji(z) = 0. (2.59)

Podobno kot smo analizirali kinemati¢ne enacbe kompozitnega nosilca, analiziramo tudi ravnotezne
enacbe. Tako izpeljemo ravnotezne enacbe le za del kompozitnega nosilca na stiku med slojema,
medtem ko ravnotezne enatbe previsa kompozitnega nosilca povzamemo po literaturi [71].
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RavnoteZne enatbe kompozitnega nosilca na stiku med slojema

Posplosene notranje sile v deformiranih referencnih oseh sloja a in sloja b kompozitnega nosilca
predstavljajo vektorske funkcije:

N%z) = R%(z)Ex + Ry (z)Ez = N°(z)e’(z) + Q%(z)e%(x), (2.60)
M%(z) = M*(z)Ey, (2.61)

N(z*) = R (e Ex + RY(z*)Ez = N (z*)el (z*) + Q°(z*)el (z*), (2.62)
Mb(z*) = M®(z*)Ey. (2.63)

Pri tem predstavlja N'® ravnotezno osno silo, Q% ravnotezno precno silo in M® ravnote’ni
upogibni moment sloja a kompozitnega nosilca. Podobno predstavljajo N?, @ in M? posplosene
ravnotezne koli¢ine sloja b. Zveze med komponentami notranjih sil N® in N? v prostorski in
materialni bazi so:

2.64

2.65
2.66

(
(
(
(2.67

)
)
)
)

Za oba sloja kompozitnega nosilca na stiku med slojema izpeljemo ravnotezne enacbe po stan-
dardnem postopku. Najprej izrezemo del kompozitnega nosilca dolzine AX in vpliv odstran-
jenega dela kompozitnega nosilca nadomestimo z notranjimi silami. Nato izrezani del kom-
pozitnega nosilca razslojimo, medsebojni vpliv obeh slojev pa nadomestimo z linijsko kontaktno
obtezbo g% in g° (slika 2.7).

Ravnotezne enalbe za izrezani del sloja a kompozitnega nosilca dolzine AX so:

Nz + Az) — N%(z) + p"Az + @Az = 0, (2.68)

Mz + Az) — M%(z) + ARj(z) x N*(z + Az) + m*Az+
AR}(z) x p*Az + AR} (z) x @*Az = 0. (2.69)

V enacbah (2.68) in (2.69) ¢rtica nad funkcijo () predstavlja povpreéno vrednost funkcije na
izrezanem in razslojenem delu kompozitnega nosilca, vektorja ARF in AR{ predstavljata rocico
rezultante zunanje linijske obtezbe oziroma rezultante linijske kontaktne obtezbe v referenéni osi
sloja a kompozitnega nosilca. Ce enacbi (2.68) in (2.69) delimo z Az in na dobljenih enacbah
opravimo limitni proces, pri katerem gre Ax — 0, dobimo ravnotezne enacbe sloja a:

IN(e 4 Ar) - No(r) | . 1
Jim | A T =0 -
dN¢?
ANT(@) | po(e) 4 qo(a) = 0, (2.70)

dzx
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{ x” | Ax” |
T I I
oL
E;
I
i x
I
I
\
ZaEZbEZ

AX=Ax +Au

Slika 2.7: Obremenitev izrezanega in razslojenega dela dvoslojnega kompozitnega nosilca dolzine

AX.

[M“(m + Az) — M*%(x) N AR§(z)

a
Az Az x N%z + Az)+

lim
Ax—0

m® + AR (z) x p* + AR{(z) x q“] =0 -

dM“(x) N dR§(z)

— 0 X N (x) +m*(z) = 0, (2.71)

Podobno izpeljemo tudi ravnotezne enacbe sloja b:

dN®(z*)

4P () + ) =0, (272)

dMP(z*) n dR}(z*)
dz* dz*

x N°(z*) + m®(z*) = 0. (2.73)
Glede na prostorske bazne vektorje Ex, Ey in Ez so ravnotezne enacbe kompozitnega nosilca

v komponentni obliki sledece:

sloj a kompozitnega nosilca x € 7% :

dR% () | 4

S @)+ k(@) =0, (274)
PO | iy (2) + a o) =0, (2.75)
dM(x) B (1 + 8a($))Qa($) +m{(z) =0, (2.76)
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sloj b kompozitnega nosilca z* € I* :

b ¥
R | pe(a) + dha) =0, .17)

b ¥
RATD | pha) + dha) =0, (278)
W) (1 4 ) Q)+ mip(a) =0 (2.79)

RavnoteZne enatbe previsov kompozitnega nosilca

Ravnotezne enacbe previsov kompozitnega nosilca so standardne ravnotezne enacbe
Reissnerjevega modela ravninskega nosilca. Izpeljemo jih podobno, kot smo izpeljali ravnotezne
enacbe kompozitnega nosilca na stiku med slojema. Ravnotezne enacbe levega previsa dvo-
slojnega kompozitnega nosilca so:

RSN
7‘1723;(1”) +p(2) =0, (2.80)
de%(x) +pY(z) =0, (2.81)
%Z(i) — (14 &%(2)) Q%=) + m§-(z) =0 (2.82)
ali
T € Ilb :
Ry o
% +pY(z) =0, (2.84)
%{’;(x) — (1 +£%(z)) Q" (z) + ml (z) = 0. (2.85)

Podobno kot v primeru kinematiénih enacb previsov, so tudi ravnotezne enacbe na desnem pre-
visu dvoslojnega kompozitnega nosilca enake enatbam (2.80)-(2.85). Tudi sedaj je potrebno le
ustrezno spremeniti definicijska obmocja funkcij. Tako spremenimo obmocje Z;' v Z] in obmocje
I} v I

l d

2.3 KONSTITUCIJSKE ENACBE

S konstitucijskimi enac¢bami sloja a kompozitnega nosilca povezemo ravnotezno osno silo N'®
in upogibni ravnotezni moment M% s specificno spremembo dolzine referen¢ne osi €% in pseu-
doukrivljenostjo referenéne osi k* kompozitnega nosilca. Pri tem vpeljemo konstitucijsko osno
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silo N ter konstitucijski upogibni moment M¢ spodnjega sloja kompozitnega nosilca. S konsti-
tucijskimi enatbami zahtevamo, da so vzdolz celotne referenéne osi sloja a kompozitnega nosilca,
x € [0, L], ravnotezne staticne koli¢ine enake konstitucijskim staticnim koli¢inam:

Nz) = N&(z,e%(z), %(z)), (2.86)

M®(z) = ME(z,e%(z), k" (z)). (2.87)

Konstitucijsko osno silo N in konstitucijski moment M9 izratunamo z enac¢bama:

Ne(o,et ) = [at(ay 20 dar (2.88)
Aa
M (z,e% k) = /z“ o®(z,y*, 2%) dA°. (2.89)
Aa

V enatbah (2.88) in (2.89) predstavlja o® fizikalno normalno napetost sloja a kompozitnega
nosilca in je glede na predstavljeno enoosno napetostno in deformacijsko stanje kompozitnega
nosilca povezana s specificno spremembo dolzine poljubnega materialnega vlakna sloja a kom-
pozitnega nosilca

o = F*(D?). (2.90)

Funkcja F* je poljubna in je podrejena materialu, ki sestavlja sloj ¢ kompozitnega nosilca.
Dolo¢imo jo z ustreznimi preiskavami materiala. S tako splo$no opisanim materialnim mo-
delom lahko opiSsemo elasticno, hiperelasticno, plasticno ali viskoplasti¢no obnaSanje materi-
ala. V primeru elasti¢nega obnaSanja materiala je konstitucijski zakon dolofen samo z enim
parametrom, ki ga imenujemo elasticni modul materiala in ga obi¢ajno oznacimo z E®, torej
o = E®* D"

Podobno s konstitucijskimi ena¢bami sloja b kompozitnega nosilca povezemo ravnotezno osno
silo N? in ravnotezni upogibni moment M® z deformacijskimi koli¢inami zgornjega sloja kom-
pozitnega nosilca, torej z £” in k”. Vpeljemo konstitucijsko osno silo N in konstitucijski upogibni
moment M? zgornjega sloja kompozitnega nosilca in za vsak z* € [0*, L*] zahtevamo:

N(z*) = NP (2%, € (z7), kP (7)), (2.91)
./\/lb(x*) = Mﬁ (:E*, 6b((L‘*), nb(x*)). (2.92)

Ko definiramo materialni model sloja b kompozitnega nosilca z enatbo
o’ = F'(DY), (2.93)

kjer je o® fizikalna normalna napetost sloja b kompozitnega nosilca in D’ specifiéna deformacija
poljubnega materialnega vlakna, izracunamo N? in M? z enaébama:

N et) = [t gt (2.94)

Ab
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Mg(x*,sb,mb):/ bob(z*,yP, %) dA. (2.95)

Ab

Tudi z materialnim modelom (2.93) lahko opiSemo obnaSanje ve¢ine materialov, ki jih upora-
bljamo pri kompozitnih konstukcijah. V nadaljevanju bomo pri implementaciji racunskega
postopka za analizo kompozitnih konstukcij potrebovali tudi variacije konstitucijskih koli¢in N,
M, NP in M?. Zaradi preglednosti izrazov v nadaljevanju zapisemo funkcije brez argumentov.
Z variiranjem enacb (2.88)—(2.89) in (2.94)-(2.95) dobimo:

SNE = ( gga dA®)6e + ([ 2 gga )6K® = Oy 5% + Cfy k7, (2.96)

Aa Aa

a
oM = ([ 2 gga dA%)6e" + ( / (2")? gga dA%)6K" = C 6e® + Cgy 0k, (2.97)
Aa Aa
in

(5_/\/‘(: = ( an dA )(5 + ( an dA )5:“(/ = Cll (58 + 012 5:“6 (298)

Ab Ab
oMb = / 550 dA”)(Ss + (/( b2 ggb dA®) okt = C%, 6® + CY, kP, (2.99)

Ab

Funkcije Cfy(z), Cfy(x) = C3(z), C%(x) in Cfy(z*), Chy(*) = C31(z*), C3,(z*) predstavljajo
komponente tangentne konstitucijske matrike C%(x) precnega prereza sloja a, oziroma kompo-
nente tangentne konstitucijske matrike Cb(m*) precnega prereza sloja b kompozitnega nosilca. V
sploSnem so te komponente odvisne od trenutne razporeditve tangentnega materialnega modula
E? = 00®/0D® oziroma E? = 0c®/0D® po precnem prerezu in od dimenzij prerezov zgornjega
oziroma spodnjega sloja kompozitnega nosilca. Za stabilne materiale oziroma precne prereze
mora biti tangentna konstitucijska matrika pre¢nega prereza sloja a C%(x) oziroma precnega
prereza sloja b Cb(m*) pozitivno definitna pri poljubnem z oziroma x*. To pomeni, da morajo
biti njeni glavni minorji pozitivni:

c% >0, det C* = CY CY, — (C%)? > 0, (2.100)
Ch >0, det C® = C?, C%, — (C?,)? > 0. (2.101)

Materiale oziroma precne prereze, ki ne zados¢ajo zahtevam (2.100) in (2.101) imenujemo nesta-
bilni materiali oziroma nestabilni preéni prerezi. Znacilen primer taksnega nestabilnega mate-
riala predstavlja beton v fazi mehc¢anja.

V primeru kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema ima poleg ustreznih mate-
rialnih konstitucijskih enacb zgornjega in spodnjega sloja velik vpliv na nosilnost in togost tudi
ustrezna tangencialna konstitucijska zveza sti¢ne povr§ine med slojema. V splo§nem zapisemo
konstitucijsko enacbo stika vzdolz referencéne osi kompozitnega nosilca z enacbamas:

¢f(z) = H* (2, A%(z), ¢% (), ...), (2.102)
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gl (z%) = HO (%, Ab(z*), % (z7), ...). (2.103)

S konstitucijskim zakonom stika torej povezemo tangencialno komponento linijske kontaktne
obtezbe z znacilnimi koli¢inami na stiku med slojema kompozitnega nosilca kot so: zamik,
normalna komponenta linijske kontaktne obtezbe in podobno. Funkciji #® in H® dolo¢imo z
eksperimentalnimi raziskavami. Tangencialni komponenti linijske kontaktne obtezbe ¢ in ¢ sta
s koeficientom lepenja in trenja stiéne povr§ine povezani z normalnima komponentama linijske
kontaktne obtezbe ¢ in ¢, vendar §tevilni raziskovalci, kot na primer [35, 42, 59], ta medsebojni
vpliv obi¢ajno zanemarijo oziroma predpiSejo kar zvezi med tangencialnima komponentama
linijske kontaktne obtezbe in zdrsoma 7 enacbama:

gf (z) = G*(A%(x)) in @ (z*) = G*(Ab(zY). (2.104)
To obliko konstitucijskega zakona stika med tangencialno komponento linijske kontaktne obtezbe

in pripadajo¢im zamikom oziroma zdrsom pogosto imenujemo zveza striini tok-zamik. Pri tem
strizni tok predstavlja tangencialno komponento linijske kontaktne obtezbe.

Tako formuliran konstitucijski zakon stika pa ja nekoliko dvoumen. Glede na enacbi (2.104 a)
in (2.104 b) velja v ravnotezni deformirani legi kompozitnega nosilca neenakost:

g () # q/(z"). (2.105)
Glede na to, da velja
gt () + g} (z) = 0, (2.106)

sklepamo, da sta v tangencialni smeri pri tako vpeljanem konstitucijskem zakonu stika v ravnote-
zju tista delca kompozitnega nosilca, ki solegata v nedeformirani legi. Prav gotovo bo potrebno
v nadaljnih raziskavah to neskladje detajlneje analizirati.

S konstitucijskim zakonom stika (2.104) lahko opisemo ve¢ino nacinov izvedbe stika med slo-
jema kompozitnega nosilca. Najenostavnejsi in zato pri analizi kompozitnih konstrukcij tudi
najveckrat uporabljen je linearen konstitucijski zakon stika, ki je:

¢t (z) = K A%x) in @ (z*) = K Ab(z*). (2.107)

Konstanto K v enacbi (2.107) imenujemo koeficient togosti stika.

2.4 1ZREK O VIRTUALNEM DELU

Standardno ali Galerkinovo metodo konénih elementov pogosto izpeljemo s pomocjo izreka o
virtualnem delu. Znano je, da izrek o virtualnem delu nadomesca ravnotezne pogoje in ustrezne
stati¢ne robne pogoje. Ker je izpeljava izreka o virtualnem delu dobro znana, v disertaciji povza-
memo izrek po literaturi [95]. Tudi sedaj zaradi preglednosti funkcijske argumente izpustimo.
Izreka o virtualnem delu sloja « in sloja b kompozitnega nosilca sta:

I L L
SWe = / NO§eode + / MOSKedE — / (a% + P ) duds
0 0 0

L L 6
—/0 (a% + p)ow"d¢ —/0 madpdg — Y Sfouf =0, (2.108)

=1
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L* L* L*
SWP = Nboebde* + MOskbdgr — / (d% + p%)dude*
0* 0* *
L= L* 6
- / (¢% + p)owbder — : mbogbde* — 3 Stoul = 0. (2.109)
=1

Kot smo ze povedali v predhodnih poglavjih, je pri formulaciji osnovnih enacb kompozitnega
nosilca smiselno referenéno os sloja b reparametrizirati, nezveznost kinemati¢nih, ravnoteznih in
konstitucijskih koli¢in, ki je posledica previsov kompozitnega nosilca, pa obravnavati z ustrezno
razdelitvijo definicijskega obmocja funkcij. Ne izgubimo na splosnosti, precej pa pridobimo na
preglednosti, ¢e v nadaljevanju zapiSemo na primer izrek o virtualnem delu za deformirano
obliko kompozitnega nosilca, kot jo prikazujemo na sliki 2.2(f). Predpostavimo tudi, da je z
linijsko zunanjo obtezbo v referencni osi obtezen samo sloj b kompozitnega nosilca. S temi
predpostavkami dobi izrek o virtualnem delu dvoslojnega kompozitnega nosilca obliko:

i3 e L
SW = oW + Wb = / " NSt + | Nesetde + | Nesetde
0 1 1

¢ e L
" MOSeCdE + / T Mesetde + | MOsetde+
0 I I
L* L*
NP5ebde + MOoKkbde—
0* 0*

1g 13
—/ q5oudé — q%owdé—
!

a a
4 ll

* *

L* L* L*
— / (d% + P )dubder — / (¢% + ply)dwde* — / m o’ dé—
0*
6 6
= Sfouf — Y SPoul = 0. (2.110)
i=1 i=1

V enacbi (2.110) predstavljajo kolicine du®, su’, dw®, sw®, d¢° virtualne spremembe pomikov in
zasukov, kolicine de®, de?, 0k®, dk” pa virtualne spremembe deformacijskih koli¢in referencne osi
kompozitnega nosilca. Variacije 0uf (i = 1,2,...,6) so virtualne spremembe robnih kinemati¢nih
koli¢in spodnjega sloja a kompozitnega nosilca:

dui = du”(0), dus = dw*(0), dug = dp*(0),
duy = ou®(L), dug = ow* (L), dug = 0p*(L),
variacije du? (i = 1,2,...,6) pa so virtualne spremembe robnih kinemati¢nih koli¢in sloja b

kompozitnega nosilca:
oul = ou’(0), duby = 6w’ (0), dul = 6¢°(0),

oul = oub(L), dul = dw’ (L), dul = ¢’ (L).



Posplosene diskretne ravnotezine
enacbe kompozitnih nostlcev

Toéno resitev sistema kinemati¢énih, ravnoteznih in konstitucijskih enacb z ustreznimi robnimi
pogoji za analizo kompozitnih nosilcev v splo§nem ne poznamo. Poznamo jo samo v primeru,
ko kompozitni nosilec modeliramo z geometrijsko linearno teorijo ravninskih nosilcev in z li-
nearnimi konstitucijskimi zakoni [41, 81]. Zato moramo osnovne enatbe kompozitnih nosilcev v
sploSnem re§iti numeri¢no. Najpogosteje jih resimo z metodo konénih elementov. V disertaciji
predstavimo nov racunski postopek za analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med
sloji. Postopek je zasnovan na t.i. deformacijski metodi konénih elementov. Druzino deformaci-
jskih konénih elementov in pripadajoéih posploSenih diskretnih ravnoteznih ena¢b kompozitnega
nosilca vpeljemo s pomoc¢jo modificiranega izreka o virtualnem delu.

3.1 MODIFICIRANI IZREK O VIRTUALNEM DELU

Pri izpeljavi modificiranega izreka o virtualnem delu za kompozitne nosilce bomo predpostavili,
da se kompozitni nosilec zaradi zunanjih vplivov deformira tako, kot je prikazano na sliki 2.2(f).
S tem ne izgubimo veliko na splosnosti, pridobimo pa na preglednosti izpeljave. V primeru,
da se kompozitni nosilec deformira drugace, je pri izpeljavi potrebno ustrezno spremeniti le
integracijske meje. Preglednost izpeljave povecamo tudi s tem, da pri zapisu opustimo funkcijske
argumente, in da z zunanjo zvezno obtezbo obtezimo samo sloj b kompozitnega nosilca. Izhodisce
izpeljave modificiranega izreka o virtualnem delu predstavlja izrek o virtualnem delu (2.110).
Ko v funkcionalu (2.110) upostevamo konstitucijske enacbe (2.86), (2.87), (2.91) in (2.92), dobi
obliko:
1o 5 L
W = NZoedE + N&oe®dE + | Nloedé+
0 ¢ 2

[ d

¢ I L
/ " MOsetde + /  MOsetde + / MESetde+
0 l;l l‘dl
L* L*
NPoebde + Mbokbde—
0* 0*
25
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lg Ig
- [ aoutag [ agdunae-
l

a a
4 ll

* *

— / (d% + P )dubder — / (¢% + ply)dwde* — m o’ dé—
0*
6 6
— Sfoug — > " SPoul = 0. (3.1)
=1 =1

V funkcionalu (3.1) morajo deformacijske in geometrijske spremenljivke zadostiti kinemati¢nim
enacbam (2.22)—(2.27) in (2.51)—(2.56), torej:

z € (0,18 U[Ie, 19 U 12, L] :

a

1+ P (14+e%)cosp® =0, (3.2)
d a
Y (14 Y singp® =0, (3.3)
dz
dp?
—k%=0 3.4
Y=o, (3.4)
z* € [0%, L*] :
d b
1+ dZ* — (14" cosg” =0, (3.5)
d b
d;U* + (1 +€") sing =0, (3.6)
de®
— Kk =0. 3.7
dx* & (3.7)

Dodatno so kinemati¢ne koli¢ine kompozitnega nosilca na stiku med slojema povezane tudi s
kinemati¢nima veznima enacbama:

w € [I$,19] in 2* € [0%, L*] :
z +u(x) = z* + ub(z*), (3.8)
w(xz) = w’(z"). (3.9)

Ko s pomo¢jo kinemati¢nih enacb (3.2)-(3.7) izrazimo deformacijske koli¢ine s kinemati¢nimi
in dobljene izraze vstavimo v funkcional (3.1), postane funkcional odvisen od kinemati¢nih
koli¢in. V tem primeru govorimo o kon¢nih elementih zasnovanih na pomikih. Kot pa je dobro
znano, imajo ti elementi velike pomankljivosti, kot so strizno in membransko blokiranje, oscilacije
napetosti in podobno [60, 74, 75]. V tej disertaciji se omenjenim problemom izognemo z uporabo
t.i. deformacijskih koné¢nih elementov [13, 60]. Te vpeljemo, podobno kot sta jih v svojih
disertacijah za stabilnostno analizo ravninskih nosilcev oziroma za analizo armiranobetonskih
okvirjev vpeljala Planinc [60] in Bratina [13], z uporabo modificiranega izreka o virtualnem delu.

Enacbe (3.2)-(3.7) predstavljajo v funkcionalu (3.1) vezi za dvanajst neodvisnih kinematicnih
in deformacijskih funkcij. Podobno kot v metodi Lagrangevih mnoziteljev pri vezanih nalo-
gah variacijskega racuna, tudi tu kinematicne enacbe (3.2)-(3.7) pomnozimo z vsaj enkrat
odvedljivimi zaenkrat poljubnimi funkcijami R%, R, M in Rg(, RbZ in M". Nato produkte
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integriramo po osi kompozitnega nosilca, dobljene enacbe variiramo po u®, ub, w®, w®, %, b
e, et ke, Kb, RS, RS, M*, Rg(, RbZ in M" ter dobimo:

l(l
6D, = /l (1 +u® — (1 + &%) cos ") IR dé+
0

It
/ RS (6u® — cos e + (1 4 %) sin ") dé+
0

la
/d (L+u® — (1 +¢e%) cos o) IR dé+
!

a
1

1
/ RS (6u® — cos e + (1 4 %) sin ") dé+
!

a
1

L
/ (1+u® — (1 + &%) cos ") dR dé+

ld

L
/ R (6u® — cos p®6e® + (1 + %) sin ") dé+

I

L*
/ (1+u” — (1 + &%) cos *) IRG de ™+

*

L*
/ RS (6ub' — cos p*0e” + (1 4 £%) sin <pb6<pb)d£* =0, (3.10)

la
5D :/1 (% + (1 + %) sin o®) SRG dé +
0
I
/ R% (6w + sinp®de® 4 (1 + %) cos p®dp®)dé+
0

la
/d (w™ + (14 &%) sinp”) SR dé+
l

a
4

la
/ ’ R% (6w + sinp®de® 4 (1 + %) cos p®dp®)dé+
l

a
1

L
/ (w™ + (14 %) sin ) SRGdE+

b

L
/ R% (6w + sinp®de® 4 (1 + %) cos p®dp®)dé+
g

L*
/ (wb' + (1 + &%) sin Lpb)(SRbde*—i—

*

L*
/ R (6wb' + sin?e® + (1 + €%) cos Lpb&pb)df* =0, (3.11)

*
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la
Dy = / (" = KT)OM® + MG — MOGK®)dé+
0

l(l
/d (((pal o Ka)(SMa +Ma5(,0al —Ma(slﬁ‘,a)df—i-
l

a

l

L
/ (((pal _ Ka)(sMa 4 Ma&pal _ M“ém“)df—k

I

L*
/ (((Pbl o K/b)de + Mb&pbl _ Mb(slﬁ‘/b)df* —0.

*

(3.12)

Izraze (3.10)-(3.12) pristejemo k funkcionalu (3.1), integrale [R% du”d¢, [RY dwd¢,
[ M5 dE ter [ RS dub'de*, [RY swde*, [ MP5pPdE* v enacbah (3.10)—(3.12) pa preure-
dimo z integracijo po delih. Za sloj a kompozitnega nosilca prikazemo integracijo po delih le za
interval [0,['], saj je za preostala intervala I, (4] in [I3, L] postopek povsem enak, le integracijske

meje ustrezno spremenimo. Torej:

e . I
" R%ouvde = Rout | — [ RYousde,
0 0

I . I
| RYSwde = Rgowt | — / ' RYsutde,
0 0

1o . 1o
lMa(S(Pa,dgzMa&Pa‘g _/l Ma/&padg
0

0
in
L* L* L*
R oudg* = R oul|). — / RE Subde*,
0* 0*
L* L* L*
RYyowder = RYysuw®| ). — / RY swbde*,
0* 0*
L* L* L*
Mo der = MPoyb| ). — / MY §pbde*,
0* 0*

Pri integraciji po delih smo za sloj a kompozitnega nosilca vpeljali naslednje oznake:

RYsu|l = RY(1)6us (1) — R% (0)6u(0),
a a|lg Jira a(ia /10 a(ja
R ou ‘lfl = RY (Ig)ou®(lg) — RY"(I})ou(If),

RS ou’

L a a a, a a a
i = R&(D)0u® (L) — RE (1§)6u” (15).

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Podobno kot smo v enacbah (3.15)—(3.17) oznacili robne vrednosti ravnoteznih kolicin R%,
ozna¢imo tudi robne vrednosti ravnoteznih kolicin R% in M®. S tem poudarimo razliko med
robnimi ravnoteznimi koli¢inami na previsih ter na delu kompozitnega nosilca na stiku med

slojema.
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Ko izraze v funkcionalu uredimo po neodvisnih variacijah in upostevamo zveze med komponen-
tami ravnoteznih sil:

N =R% cos p® — R sin ©?, (3.18)
Q" = R sinp? + RY cos ¢, (3.19)
N = RY% cos ¢’ — RY sin¢?, (3.20)
Q" = RY% sin¢’ + RY cos ¢, (3.21)

dobimo Hu-Washizujev funkcional oziroma razsirjeni izrek o virtualnem delu:
- i
S = / (N = N)3e + (M — M)~
0

RY6u®* — RYow® + (— MY + (1 + ") Q%) 5"+

(L+u” — (L+e%) cos p*)dRY + (w” + (1 + &%) sinp®)dRY, + (¥ — m“)5/\/la>d§+

I

/ (N = M) 4 (M — M)
i

al a a al a a al a a a
a _ _
(RY + q%)ou® — (RY + q%)0w® + ( — M + (1 +£) Q%) 6"+

(1+u” — (1+e%) cos ") dRE + (w” + (1 + &%) sinp®)dRG + (¥ — n“)éM“)df—i—

L
(e = vmgsee s+ (e - oy
2

R ou® — Ryow® 4+ (— M + (1 +£)Q%) 5"+

(1+u” — (1+e%)cosp”)dRE + (w” + (1 + &%) sinp®)dRG + (¥ — n“)éM“)df—i—

I
/ ((Ncb — N?)6eb + (ML — M)kt —

(RY +px + a%)0u’ — (RY +pz + dy)su’ + (= MY + (1 + ") Q" — my ) 5"+

(L+u” — (1 + ) cos ) R, + (w” + (1 + %) sing”)dRY + (" — Hb)é./\/tb> de* +

(— St —R%(0))6u®(0) + (— S5 — R%(0)) 5w (0) + ( — S5 — M*(0)) " (0)+
(= 8§+ R (L))du(L) + (- S& + RY(L))dw™(L) + (— S§ + M*(L))dp"(L)+

(RY (1) — RYIUM) dus (if) + (RF (1) — RG(E)) dw (1) +
(M) — M@Aa)) st (1) + (RS (15) — RY(15)) du” (15)+
(R (15) — RY(19)) dw™ (1) + (M (1§) — M (15)) d" (1) +
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(=87 = R%(0%)ou (0%) + (— S5 — RY,(0%)) 0w’ (0) + ( — S5 — M"(0%)) 3" (0%)+
(= S5+ R5%(L*))oul(L*) + (= SE+RY(L*))dw®(L*) + ( — S§ + MP(L*))dp"(L*) = 0. (3.22)

V funkcionalu (3.22) predstavljajo variacije du®, du’, dw®, dw®, §p®, 6@, 6%, 6¢b, oK%, SKP,
§RY%, R, IM®, 6RY%, dRY in 6MP poljubne neodvisne funkcije, variacije vozligénih kine-
matiénih koli¢in §u®(0), dw®(0), 6¢?(0), su®(zf),..., ul(L), sw’(L), 6¢°(L) pa poljubne neod-
visne parametre. Osnovna lema variacijskega ra¢una zahteva, da so izrazi pri neodvisnih variaci-
jah enaki ni¢. Pripadajoce Fuler—Lagrangeve enacbe ravninskega dvoslojnega kompozitnega
nosilca so sestavljene iz konstitucijskih, kinematicnih in ravnoteZnih enacb in so:

konstitucijske enacbe

z € [0,18]U e, 12U, L) :

f1(e% k% 0% RS, RY) = NI — N =0, (3.23)
fa(e", K" M) = M — M* =0, (3.24)
z* € [0%, L*] :
f3(e® kb, 0" RERY) = N2 — NP =0, (3.25)
fa(eb, k2, MP) = ME— MP =0, (3.26)
kinematicne enacbe
z € [0, Ul 151Uy, L] :
f5(e®u, %) =1 +u" — (1 4+ &%) cos p® =0, (3.27)
fo(e®, w”, %) = w"” + (14 &%) sinp® =0, (3.28)
fr(s®, ") = " — 5" =0, (3.29)
z* € [0%, L] :
fs(e® u? @) =1+ u? — (1 4+ %) cos ¢’ = 0, (3.30)
fo(e®,w”, ") = w” + (1 4 ) sin p* = 0, (3.31)
fro(k?, ") =" — kP =0, (3.32)
ravnoteine enacbe
xz €[0,1}] :
fi(RY) = —RY =0, (3.33)
f2(RY) = —RY =0, (3.34)
fi3(e, 9% R, RYy, M) = =M 4 (1 +%)Q* =0, (3.35)
xz e [If,15] :
fa(RY, a%) = —R¥ — ¢x =0, (3.36)
f15(R%,dz) = —R% —az =0, (3.37)

f16(6aa (paa,R’aXa aZaMal) = _Mal + (1 + 6a)Qa = 01 (338)
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ze(l§,L]:
fir(RY) = =R% =0, (3.39)
fis(R%) = —RY =0, (3.40)
fro(e®, 0", R%, Ry, M) = =M™ + (1 +)Q" =0, (3.41)
z* € [0*, L") :
Fo(RE A ¢3) = —RY — px —dk =0, (3.42)
f21(R%, A, ¢2) = =RY —pz —dy =0, (3.43)
fo2(e” " R, Ry, MY N) = —M" + (14 ") Q" —my =0. (3.44)
Pripadajoci naravni ali staticni robni pogoji so:
z=0:
— 5% — R%(0) =0, (3.45)
—5% — R%(0) =0, (3.46)
—8% — M®(0) =0, (3.47)
z =1
RY (1) — R () =0, (3.48)
Ry (1) — R (f) =0, (3.49)
MELIE) = MYL(1E) = 0, (3.50)
x =1
RY (1) — R (1) = 0, (3.51)
R (16) — RS (1) = 0, (3.52)
MOLI8) — M>2(1%) = 0, (3.53)
r=1L:
—8¢ + R%(L) =0, (3.54)
S5 +RZ(L) =0, (3.55)
—5¢ + M*(L) =0, (3.56)
¥ =0%:
-8 — R%(0*) =0, (3.57)
-85 —RY%(0%) =0, (3.58)
—83 — M(0*) =0, (3.59)
¥ =L*:
8%+ RE&(L¥) =0, 3.60)
—SE+ Ry (L") =0, (3.61)
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~S+ Mb(L¥) =0. (3.62)

Napetostno in deformacijsko stanje dvoslojnega kompozitnega nosilca tako dolocajo Fuler—
Lagran- geve enacbe (3.23)-(3.62) in posplosene vezne enacbe:

T4 ut(x) = z* +u’(z*), (3.63)
3.64
3.65

3.66
3.67

@i (z) + ¢ (z*) =0,
qt (v) = H"(z, A", gp, ...),
qf(x*) = ’Hb(m*,Ab,qg, )

(3.64)
(3.65)
(3.66)
(3.67)

Sistem enacb (3.23)—(3.44) in (3.63)-(3.67) predstavlja sistem 21 nelinearnih algebraiénih in
diferencialnih enacb, s katerimi dolo¢imo 21 neznanih funkcij: u®, w®, ¢, €%, k%, R%, R, M,
ul, wl, @b e kb RE, RY, MO ter ¢, @b, qf, @b, x*. Zdrsa A%(x) in AP(z*), ki nastopata v
sistemu enach, izra¢unamo z enacbama (2.47) in (2.48).

Kot smo pokazali v podpoglavju Kinematiéne enacbe, lahko kinemati¢ne enacbe kompozitnega
nosilca na stiku med slojema (3.27)-(3.32) enakovredno nadomestimo z modificiranimi kine-
mati¢nimi enacbami:

z € (0,18 Ule, 1% U e, L] :

f5(e®u, %) =1+ u" — (1 4+ &%) cos p* = 0, (3.68)
fo(e®, w”, ¢%) = w" + (1 + &%) sinp® =0, (3.69)
fr(s®, ") = " — " =0, (3.70)
xz € [I#,15] in z* € [0*, L*] :
fa(e?u” ") =1+ u” — (1 + &) cos” =0, (3.71)
fola,z*, 0% ") = p"(x) — (z") = 0, (3.72)
14+el(z*)

’*’8a’8b,a’b:b*_a —
fro(z, z kY KY) = k(") ,%(x)1+€a(m)

Enacbe (3.64), (3.66), (3.67), (3.72) in (3.73) so zelo preproste, zato jim v nadaljevanju tocno
zadostimo. Relativno preproste so tudi kinemati¢ne enacbe (3.68)-(3.71), ki jih resimo z inte-
gracijo:

xz € [0,1}] :

IS
IS
g

I

u®(0) + /m (14 &%) cosp® — 1) dE, (3.74)
0
w® () :w“(O)—/O (1 + &%) sin ) de, (3.75)

() = 0 (0) + /0 ", (3.76)
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xz e [If,15] :

u(z) = u(If') + /: (14 &%) cos ® — 1) dE, (3.77)
w(z) = w(I}) — /lj ((1+e") sing®)dg, (3.78)
o) =gty + [ e (3.79)
zel§,L]:
u®(z) =u(l3) + /za ((14e%) cos p” — 1) dE, (3.80)
w(z) = w(19) — /fﬂ ((1+e) sinp®)dg, (3.81)
L

o) =) + [ (3.82)

z* € [0%, L*] :
ul(z*) = ub(0%) + /f ((1 4 €% cos @® — 1)d¢™. (3.83)

Tako smo kinemati¢ne kolicine u?, ub, w®, ¢ izrazili v odvisnosti od deformacijskih kolicin 2, £

in k. Podobno re§imo tudi ravnotezne enacbe (3.33)—(3.44). Z integracijo izrazimo ravnotezne
sile R, RS, Rg(, sz in ravnotezna upogibna momenta M ter M? z deformacijskimi koli¢inami

e, €¥ in k%, torej:
xz € [0,1}] :
R% (z) = R%(0), (3.84
R (z) = R%(0), (3.85)
M (z) = MO(0) + /0 ((1+£%)Q") de, (3.86)
xz e [If,15] :
R (w) = RE(E) - / edt, (3.87)
s
Ry () = R — [ e (3.85)
MO (z) = MY + /lx ((1 +e)Q")de, (3.89)
zel§,L]:
RS () = RY(15), (3.90)
% () = RYI(1Y), (3.91)
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€ [0%, L] :
R () = R0~ [ o + e (399)
RY(z*) = RY(0%) — / pz + q)de*, (3.94)
8
MO (%) = MP(0%) + / (1 +)Q" — my)de*. (3.95)

Ko resene modificirane kinemati¢ne enacbe (3.74)-(3.83) in reSene ravnotezne enacbe (3.84)-
(3.95) vstavimo v razsirjeni izrek o virtualnem delu (3.22), je faktorjem pri variacijah kine-
mati¢nih koli¢in du®, du®, dw®, dw®, 6o, §¢° in ravnoteinih kolicin 0R%, 0RS, OM?, 67?&,
5RI’Z in 0M? v funkcionalu identi¢no zadoiGeno in zato odpadejo. Ker smo identicno zadostili
tudi enacbama (3.64) in (3.72), zdruzimo tudi ustrezne robne pogoje. Glede na povedano se
sistem enacb (3.23)-(3.67) bistveno zmanjsa in je:

konstitucijske enacbe

z € [0,18]U e, 12U, L) :

fl(gaaﬁaa(paaRGXaRaZ) :Nca_./\/'azo’ (396)
fQ(gaa K/a,Ma) = Mg - M* =0, (397)
€ 0% L7+ fale, w0, Rl RY) = NP = A = 0, (3.98)
fa(e? kb, MP) = ME— MO =o. (3.99)
Pripadajoci naravni ali stati¢ni robni pogoji so:
r=0:
—S8% —R%(0) =0, (3.100)
—S59 —R%(0) =0, (3.101)
—8% — M*(0) =0, (3.102)
rz=I}inz*=0":
RY () = RY' (1) = 0 (3.103)
-8 — R%(0") =0, (3.104)
— 85— RY(0%) + RE (19) — R%(17) = 0, (3.105)
—8% — MP(0%) + MOLIP) — M8 = (3.106)
z=1inz* = L*:
RY (1) - RY'(15) = 0, (3.107)
—8 + R%(L*) =0, (3.108)
— 8% + RY(L*) + RE (1%) — RE(19) = 0, (3.109)
—SY 4+ MP(L¥) + M®H(1%) — M®4(18) = 0, (3.110)
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r=1L:
—S§+ R%(L*) =0, (3.111)
—S¢ +R%(L*) =0, (3.112)
—S¢ + M*(L*) = 0. (3.113)

Bistveno se zmanjsa tudi sistem posploSenih veznih ena¢b (3.68)—(3.73). Sestavljata ga le Se
enacbi:
z € [If,19] in z* € [0*, L*]:

z +u(z) = z* + ub(z*), (3.114)

g5 (%) + qp(z*) = 0. (3.115)

Poenostavljeni sistem nelinearnih algebrai¢nih in diferencialnih enacb (3.96)-(3.99) in (3.114)—
(3.115) sedaj sestavlja samo Sest enacb za Sest neznanih funkcij: €%, £, K¢, an, q,bl in z*. Pouda-
rimo, da pseudoukrivljenost x’ ne predstavlja osnovne neznanke problema, saj je dolotena z
enacbo (3.73).

Konstitucijska enacba (3.99) nam omogoca izracunati tudi normalno komponento linijske kon-
taktne obtezbe ¢%. S tem namenom konstitucijsko enacbo (3.99) odvajamo po koordinati z* :

M- MP =0 MY~ MY =0 — MY = M. (3.116)

Ko v ravnotezni enac¢bi (3.44) sloja b kompozitnega nosilca upostevamo enacbo (3.116), dobimo:

M+ my

VL bhyob _ _ b_ ob _
MI+(14+)Q —my=0— Q" = Q. are)

(3.117)

V enacbi (3.117) smo precno sili oznagili s Q2. S tem poudarimo, da jo izra¢unamo s pomocjo
konstitucijskega in ne ravnoteznega upogibnega momenta, kot smo obicajno navajeni. Z odva-
janjem precne sile Q% po koordinati z* dobimo:

(MY +ml)(1+ ) — (MY 4 my)e”

br
= 3.118
% (1+ ¢b)? ( )
V nadaljevanju izracunamo odvod precne sile Q% tudi s pomocjo zveze
Q¥ = RY% sin’® + RY cos o — QY = RY sin® + RY cos ® + NP, (3.119)
kjer je
RY = —px — dk in  RY=-ps—d} (3.120)

Zvezo med komponentami linijske kontaktne obtezbe sloja b v materialni in prostorski bazi
dolocata enacbi:

& = qf cos ¢’ + qz sin ¢ in ¢ = —qi’ sing® + qz cos . (3.121)
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Ko enacbi (3.120) in (3.121) upostevamo v enacbi (3.119) in ko upostevamo Q = Q¥ lahko
izrazimo normalno komponento linijske kontaktne obtezbe sloja b kompozitnega nosilca z enacbo:

@ = —QV + NOk? — pxsing® — pycos o’ (3.122)
oziroma z uposStevanjem izraza (3.118) z enacbo:

b (MY +ml) (1 +eb) — (MY +my)e”
n = (1+eb)?

+ NP — px sing® — py cos . (3.123)

Ker smo z enacbo (3.122) oziroma z enacbo (3.123) tocno zadostili tudi enacbi (3.99), ta odpade
iz sistema enacb (3.96)-(3.115). S pomocjo enacbe (3.115) preprosto izra¢unamo tudi ¢%(z) =
—q (x*), ki tako tudi odpade iz sistema enacb (3.96)(3.115).

Na koncu z integriranjem to¢no zadostimo tudi enacbi (3.114):

dz*  14&%x)
X by .* _

*(2)

/x (1+&%(¢n))de = /m (1 +e%(¢))de. (3.125)
z*(0) 0

Enacba (3.125) nam dolo¢a zvezo med koordinatama z* in z, torej z*(z), pri tem pa z*(0)
izracunamo z enacbo:

z*(0) = u®(0) — u’(z*(0)). (3.126)
Neodvisne deformacijske funkcije €, €, k* morajo zadostiti tudi kinemati¢nim pogojem na
robovih kompozitnega nosilca. S temi pogoji geometrijsko povezemo kompozitni nosilec v kon-
stukcijo in zadostimo kinemati¢nim robnim pogojem. Zato zaradi veéje preglednosti enacbe
(3.74)-(3.83), ki jih izra¢unamo na robovih kompozitnega nosilca, pristejemo k razgirnjenemu
izreku o virtualnem delu (3.22). Ker smo tocno zadostili tudi kinemati¢nim enacbam (3.74)—
(3.83) in ravnoteznim enacbam (3.84)—(3.95), ti ¢leni v funkcionalu odpadejo. Poenostavljen in
razdirjen funkcional (3.22) dobi obliko:

i
W = / (MO = N®)3e® 4+ (M® — M®)5x®)de +
0

7
/ (N2 = N®)Se® + (M® — M®)5k®)de +
l

a
1

L
/ (MO = N®)5e® + (M2 — M®)5r%)de +
la

d

.
/ (VP — N)debde*+

(wp) = - |

i

((1+ &) cos p® — l)dé’) RS (0)+
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I
(wa(zla) —w?(0) + /0 (1 + &%) sin ¢a)d§) IRS(0)+

Iy
(0 (15) — ™(0) - /0 KOdE) S M (0)+

I

(u“(lg)—u“(l?)—/la ((1+£%) cos ¢ — 1)dg ) OR% (1) +

ld

(w“(lfj) —w(I) + /la ((1 + &%) sinw“)df) RS (1) +

’
(6(12) — (1) /l R dE) S MO (1) +

a

L
(u“(L) —u®(l3) — /la (14 &%) cos p” — l)dé’)éR‘}((lg)—i-

d

L
(w“(L) —w(l§) + /l (1+¢e% sintpa)d£> IR (15)+

a
d
L

(o(L) — p*(1%) /l KOdE) S MO(15) +

a

L*
(ub(L*) —ub(0%) — / (1 + &) cos ¢ — 1)d£*>57€’}((0*)+
0

(— St —R%(0))6u®(0) + (— S5 — R%(0)) 5w (0) + ( — S5 — M*(0)) 5" (0)+
(— S§+R&(L))du*(L) + (— S§ + RY(L))dw" (L) + (— S§ + M*(L))dp" (L)+

(R (1) — RE (1)) dus (i) + (— Sy — R% (07)) dul (0%)+
(R (19) — R (19)) us (1) + (— S§+ Ry (L") ou’ (L*) +

(=S5 —RY(0%) + RY (1) — R (1)) b (0%)+
(— 8% — MP(0") + MU (1T — MBU(18)) 6" (0%)+
(= S+ RY (L") + Ry (1§) — Ry (1)) dw’ (L*)+
(= 8L+ MO(LY) + M (1G) — M@A(19)) 5" (L*) = 0. (3.127)

Funkcional (3.127), ki ga imenujemo modificirani izrek o virtualnem delu, je odvisen samo od
deformacijskih koli¢in £%(z),’(z*), s%(z), zacetnih robnih posplogenih ravnoteznih sil R% (0),
R (0), M*(0), RE“(1F), R (1f), MO(1f), R (1), R (1), Mb(1g), R% (0°), RY (0%), MP(0%)
in kinemati¢nih robnih koli¢in u®(0), u®(I#), u®(1%), u®(L), u®(0*), u’(L*), w*(0), w?(L), w’(0*),
w?(L*), *(0), (L), ©°(0*), ¢"(L*). Euler-Lagrangeve enacbe funkcionala (3.127) so:
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xz € [0, Ul 1G] Uy, L] :
fi=NI=N*=0,
fo :Mf}—M“ =0,

i

f3 =u(l}) — u(0) —/ ((1+¢e%) cosp® — 1)d¢ =0,

0

I
fa =w(l}") —w*(0) + /0 (1 + &%) sing®)dé =0,

I
f5 = (1) — 9°(0) — /0 KodE =0,

7
fo = u(1%) — ut(I%) — / (14 %) cos o — 1) dar = 0,
I
7
fr= wa(lg) — wa(l?) + lﬂ ((1 + ga) sin(pa)df =0,
7
fo= i) — " 01) — [ ntde =0,

i

L
fo =u*(L) —u®(1§) _/l (1 + &%) cos p* —1)dé =0,

a

d
L

fi0 = w*(L) — w*(13) + / (1 + &%) sing®)dé =0,

I

L
fir =0 =) - [ g =0,
d
z* € [0%, L*] :
f12:NCIJ—Nb:0,
L*

*

fia = u’(L*) — u®(0%) — / (1 +€") cos¢” — 1)de* = 0.

Pripadajoéi naravni (staticni) robni pogoji so:
z=0:

—51 = R%(0) = 0,
=55 = R%(0) =0,
0

—535 — M*(0)

r=I}inz*=0":
’l a ;d a
Ry (1) = R =0,
—S7 = R5%(0%) =0,

(3.128)
(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)
(3.142)
(3.143)

(3.144)
(3.145)
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=85 = RY(0%) + R (1f) — RZ (1) = 0, (3.146)
—8% — MP(0%) + ML) — M@L(18) = 0, (3.147)

x=1[1inz* =L":

R (14) — R%'(1§) = 0, (3.148)

~Sh+ R (L*) =0, (3.149)

—SY + RY(L*) + RE(19) — R (19) =0, (3.150)

—S% 4+ MP(L*) + M*H(18) — M>4(1%) = 0, (3.151)

z=1L:

—S% + R (L) =0, (3.152)

88 + RY(L) =0, (3.153)

—S¢ + ML) = 0. (3.154)

V funkcionalu (3.127) oziroma v sistemu enacb (3.128)-(3.154) so neznane funkcije le ¢%(x),
e’(z*), k*(x). Te dolocajo konstitucijske enache N — N =0, M? — M% =0 in N? — N’ = 0.
Ce bi znali tocno resiti tudi te enacbe, bi bil problem toéno resen v celoti, ker bi s tem poznali
tocne vrednosti za deformacijske, kinemati¢ne in stati¢ne koli¢ine kompozitnega nosilca. Teh
enacb v splo$nem za kompozitne nosilce ne znamo resiti toc¢no, zato se zatetemo k uporabi pri-
bliznih metod. Dodamo naj tudi, da pomiki u®(z), u’(z*), w®(z) in zasuk ¢®(x) ter ravnotezne
sile R% (z), RY(z), RY%(z*), R%(z*) in momenta M®(z), M®(z*) nastopajo v (3.127) le s
svojimi vrednostmi na robu kompozitnega nosilca in z vrednostmi na stiku previsov s pre-
ostalim delom kompozitnega nosilca. V nadaljevanju bomo modificirani izrek o virtualnem delu
(3.127) uporabili za analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema s stan-
dardno ali Galerkinovo metodo konénih elementov. Ker v funkcionalu (3.127) ni zahtev glede
odvedljivosti neznanih funkcij, to bistveno razsiri moznosti interpolacijskih nastavkov za defor-
macijske kolic¢ine.

3.2 GALERKINOVA METODA KONCNIH ELEMENTOV

Tudi pri izpeljavi diskretnih posplosenih ravnoteznih enacb za dvoslojni kompozitni nosilec z
Galerkinovo metodo konénih elementov upostevamo vse poenostavitve, ki smo jih predpostavili v
podpoglavju Modificirani izrek o virtualnem delu. Predpostavimo torej, da se kompozitni nosilec
deformira tako, kot prikazuje slika 2.2(f). Previsa sta tako sestavna dela sloja a kompozitnega
nosilca. V skladu z metodo konénih elementov razdelimo nosilec na koncéne elemente in sicer na
obeh previsih in na stiku med slojema. Tako nastopijo pri diskretizaciji kompozitnega nosilca
interpolacijske funkcije za deformacijske kolicine €2, ¥ in £® na previsih in na stiku med slojema.
Za aproksimacijo le-teh izberemo Lagrangeve interpolacijske polinome. V splosnem je lahko
stopnja Lagrangevih interpolacijskih polinomov poljubna, toda zaradi veéje preglednosti smo
za aproksimacijo deformacijskih koli¢in na previsih izbrali polinome iste stopnje, torej P,(x)
(n =1,2,...,N). Podobno aproksimiramo tudi deformacijske koli¢ine na stiku med slojema
kompozitnega nosilca z Lagrangevimi polinomi iste stopnje, torej Pp(z) (m = 1,2,...,M).
Deformacijske kolicine £%(z), €®(z*) in x%(s) po osi kompozitnega nosilca aproksimiramo tako z
nastavki:
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xz € (0,0 in [I, L] :

e'(z) = ) Po(z)ent@), KY(z) =Y Polz)sp!@), (3.155)

M M M
e'(z) = Y Pu(z)eh, () = Pn(z*)eh, Kz) =Y Pp(z)sp,.  (3.156)

m=1 m=1 m=1

. . al(d I(d . .. . . o
Pri tem vrednosti 6?{( ), f;?{( ), @ et in k% predstavljajo vozliséne vrednosti deformacijskih

koli¢in na previsih in na stiku slojev kompozitnega nosilca. 7 uporabo nastavkov (3.155) in
(3.156) izpeljemo tudi nastavke za variacije deformacijskih koli¢in:

xz € (0,0 in [I, L] :

N N
0 (z) = Polx)den’ @, 0 (z) = Po(z)drp’ @, (3.157)
n=1 n=1
z € [If,19] in z* € [0%,L*] :
M M M
det(z) = Z P (z)0el oel(z*) = Z Py (z*)deb | ok (z) = Z Py (z)oKS .
m=1 m=1 m=1

(3.158)
Povedali smo 7e, da lahko materialno koordinato z*(z) to¢no izra¢unamo z enatbo (3.125)

*

() x

/x (1+€"(£*))d€*=/ (1 +e%(6))d¢, (3.159)
2*(0)

0

in da lahko normalno komponento linijske kontaktne obtezbe ¢° sloja b kompozitnega nosilca
tocno izra¢unamo z enacbo (3.122)

¢h = —0QV + Nk" — px sinp® — pz cos . (3.160)

Toda izkaze se, da je numeri¢no ugodno, ¢e aproksimiramo tudi potek z*(z) in ¢%(z*). Pri tem
aproksimiramo z*(z) in ¢’ (z*) z Lagrangevimi interpolacijskimi nastavki iste stopnje, kot smo
jih izbrali za aproksimacijo deformacijskih funkcij €%(z), €®(x*) in K%(z), torej:

M M
2*(z) = Y Po(@)a,, @) =Y Po(a*)g) m- (3.161)

Formulacija posploSenih diskretnih ravnoteznih enacb kompozitnega nosilca pri poljubnem Ste-
vilu kon¢nih elementov je podobna kot pri homogenih nosilcih in je zato dobro znana. Zato v
disertaciji zaradi preglednosti predpostavimo, da kompozitni nosilec modeliramo samo s tremi
kon¢nimi elementi in sicer z dvema elementoma na previsih in z enim elementom na stiku
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med slojema. Tako v nadaljevanju interpolacijske nastavke (3.155), (3.156), (3.157) in (3.158)
vstavimo v modificirani izrek o virtualnem delu (3.127) in dobimo:

N l;l
oW =" (/0 (NZ = N) P, de) oe! +Z / — M) P, d€) okt +
n=1
a la
/ (NE — NPy, d€)del, + Z / — M®)P,,d€) 0K+
m=1 la

& iMs

/ — NP, d¢)d ad+Z/ M) Prdg) 2

n=1

M L=

([ N Bt
.

m=1

l(L

(1) —u(0) _/01 (1+ %) cos " — 1)de ) 3R% (0)+
(we ) = w'(0) + /0 (1t e)sin ")dg ) IR (0)+

iy
(0 (1f) — (0) — /0 ROdE) S M (0)+

I

(wa) — wrp) - /l ((1+ %) cos " — 1)d¢ ) aR (1f)+
i

(w“(lfj) —w(I) + /la ((1 + &%) sin w“)df) RS (1) +

lg
((12) — 2 (1f) — /l ROAE) MO (1) +

a

L
(u“(L)—u“(lg)—/Za (1 -+ %) cos " — 1)d€ ) 3R% (1) +
L

(w () = we (i) + /l ((1+ &%) sing”) g ) TR (15)+

d

L
($*(L) — p*(1%) - /l KOdE) SMP(12) +

L
(ub(L*) —ub(0%) — / (1 +¢*) cos ¢ — 1)d§*)57€§((0*)+
0*

(=87 = R%(0))du(0) + (= 85 — R%(0))dw* (0) + (= S5 — M*(0)) 3" (0)+
(= 8§+ R%(L))ou (L) + (= S5 + RE(L))dw (L) + (= S§ + M*(L))dp" (L)+
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(R 4f) = R (1)) du (1) + (= ¢ = Rk (07)ou (0")+

(RY (1) = R (1)) 3u” (1) + (= S + R (L))ol (L*)+

(= 85— RY(0%) + RY (1) — R (7)) dw’ (0%)+
(= 85— MP(O) + MM (1) — M@A(If)) 6" (0%)+
(= SE+RY(LY) + Ry (15) — RY*(19)) ow® (L) +
(= Sg+ ML) + MM (1) — M¥(15)) 5" (L*) = 0. (3.162)

Glede na osnovno lemo variacijskega rac¢una so koeficienti pri neodvisnih variacijah v funkcionalu
(3.162) enaki ni¢. Iz te zahteve izpeljemo Euler-Lagrangeve enatbe kompozitnega nosilca.
Ker smo 7z Lagrangevimi polinomi interpolirali tudi funkciji z*(x) in ¢ (z*), dodamo k Euler-
Lagrangevim enacbam kompozitnega nosilca e 2M enacb za racun vozlisénih vrednosti koli¢in
xy, in qzm (m =1,2,...,M). Urejen sistem diskretnih posplosenih ravnoteznih enac¢b kompo-
zitnega nosilca je tako enak:

z € 1,19 in 2* € [0%, 1*] :

l(L
/d(/\fg CNYPdE =0,  m=1,2.,M (3.163)
i
I
/ (ME = M) Ppdé =0, m=1,2,..,M (3.164)
i
L
/ (N = N*)Prdé =0, m=1,2,....M (3.165)
0
T + 0l (z) = x5, 4+ ub(z), m=12,...,.M (3.166)

Gnm + QF (27,) = N (a7,) 6" (27,)+

; , (3.167)
px () sin P (55,) + pr () cosgb(@ly) =0, m=1,2,.., M
Ig
uw(19) — u®(I) — / ((1 +e%) cos p* — 1)d§ =0, (3.168)
Iy
lg
w(13) —w(If') + / (14 &%) sinp®)dé =0, (3.169)
It
1
" (19) — " 1) — /l Ridg =0, (3.170)
l
L*

uP(L*) — u(0%) — / (1+ £%) cos b — 1)d¢* = 0. (3.171)

*
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xz € [0,1}] :
la
/I(NC“—N“)Pndgzo, n=1.2.N
0
l(l
/l(Mg—M“)Pndgzo, n=12.N
0
i
u(I}) —u(0) — / (1 +e%) cosp® —1)d¢ =0,
0
la
W (I%) — w (0) +/l ((1+ %) sin?)de =0,
0
i
o (11) =0 - [ wrac =0,
x € (1, L] :

L
/ (N& = N*)P,d¢ =0, n=12..,N

b

L
/ (Mg = M*)Pd€ =0, n=1,2,..,N
1g

L

u®(L) —u®(13) — / (1 +e%) cosp® —1)d¢ =0,

b

L
w(L) — w*(15) + / (1 +¢e%)sinp®)d¢ =0,
I
L

o0 - n1g) - [ g =0,
I

Pripadajoéi naravni (staticni) robni pogoji so:

z=0:

=St = R%(0) =0,
z=I}inz* =0":

(0%)
=S5 = RL(0) + R () — R (1f) =0,
— 85— MP(0%) + M) — M) =0,
x:lg inz*=1L":
R (1) — R§"(13) =0,
—80 + RE(L¥) =0,

(3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.176)

(3.177)

(3.178)

(3.179)

(3.180)

(3.181)

(3.182)
(3.183)
(3.184)

3.185
3.186
3.187
3.188

~—~ o~ o~ o~
~ ~— — ~—

(3.189)
(3.190)
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— 8% + RY(L*) + RE (19) — R (19) = 0, (3.191)
—St 4+ ML) + M@ (12) — M®4(18) = 0, (3.192)
z=1L:
—S% + R% (L) =0, (3.193)
—5¢ + R%(L) =0, (3.194)
5% + M*(L) = 0. (3.195)

Glede na izpeljavo posplosenih diskretnih ravnoteznih enacb (3.163)-(3.195) se moramo zave-

dati, da enacbe (3.163)—(3.171) predstavljajo sistem diskretnih posplosenih ravnoteznih enacb

za del kompozitnega nosilca na stiku med slojema, medtem ko enacbe (3.172)—(3.176) in (3.177)—

(3.181) predstavljajo diskretne posplosene ravnotezne enacbe obeh previsov kompozitnega nosilca.
Torej lahko pri formulaciji kompozitnih nosilcev z metodo konénih elementov govorimo o dveh
‘vrstah’ konénih elementov in sicer, konc¢ni elementi, s katerimi modeliramo previsne dele kom-

pozitnega nosilca in kon¢ni elementi za modeliranje dela kompozitnega nosilca na stiku med
slojema. Povezano delovanje obeh previsov in dela kompozitnega nosilca na stiku med slojema
zagotavlja sistem enacb (3.182)-(3.195). Za znano obtezbo predstavljajo enacbe (3.163)—(3.195)

sistem bM +4N +24 enach za doloéitev 5M +4N +24 neznank. Med neznankami je 5M +4N+10

t.i. notranjih prostostnih stopenj in sicer: 3M deformacijskih vozlisénih kolicin €%, €% in k%,
(m = 1,2,..., M), 2M vozliiénih koli¢in z},, qz’m (m = 1,2,...,M), 4N deformacijskih vo-
zlisénih koliéin e, e®? k%' in k% (n = 1,2,..,N) in dodatnih 10 kolicin R% (0), R%(0),
M®(0), RE4(1%), REM1e), M@4(18), REA(19), RET(1%), M»4(1%) in R (0%). Preostalih 14 nes-
nank predstavljajo t.i. zunanje prostostne stopnje kompozitnega nosilca: u®(0), u®(lj"), u®(19),
u®(L), ub(0%), ub(L*), w*(0), w*(L), w®(0*), w’(L*), p*(0), *(L), ©"(0*), @’ (L*). Te predstavl-
jajo pomike in zasuke na robovih previsov in dela kompozitnega nosilca na stiku med slojema.
Funkcije u®(z), u®(z), w*(z), *(x) in ¢’ (x) izratunamo z izrazi (3.74)—(3.83) in (3.72), funkcije
N(z), Nb(z), M%z), R%(z), RY(z), R4 (z*) in QY(z*) pa z izrazi (3.18), (3.20), (3.84)-
(3.93) in (3.118). Velikost upogibnega momenta M" v poljubni tocki referen¢ne osi zgornjega
sloja kompozitnega nosilca izra¢unamo s konstitucijsko enacbo:

M=M= / zo(D)dA. (3.196)
Ab

Med neznankami kompozitnega nosilca je tudi R%(0*). Izraéunamo jo podobno kot M? in sicer

z enacbo:

RY(0%) = Q5(0%) cos ®(0*) — N(0%) sin " (0%). (3.197)

V nadaljevanju notranje prostostne stopnje koncénih elementov na previsih in na stiku kompozit-
nega nosilca kondenziramo s postopkom numeri¢ne kondenzacije, medtem ko zunanje prostostne
stopnje po znanem postopku zdruzimo v enacbo konstrukcije:

G(z,\) =0. (3.198)
Vektor neznank x v enacbi (3.198) imenujemo vektor posplosenih pomikov. V njem so zbrani vo-

zliSéni pomiki in zasuki kompozitnega nosilca. Parameter A predstavlja obtezni faktor. Enacbe
(3.198) imenujemo diskretne posplosene ravnotezne enacbe konstrukcije. Resimo jih z inkremen-
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tno—iteracijskimi metodami [60]. V disertaciji smo diskretne posploSene ravnotezne enatbe kon-
strukcije resili z najpreprostejSo inkrementno-itracijsko metodo, z Newton-Raphsonovo metodo.
Za dani obtezni faktor A = X, sistem (3.198) lineariziramo okrog A, in linearizirani sistem
reSujemo zaporedoma za 7 = 0,1, 2, ...

d
Ve G(x;\) Az = o [G(z; + aAzii1,)2)] ‘a:O = —G(z,;,\;). (3.199)

Newton-Raphsonova metoda odpove, ko postane tangentna togostna matrika konstrukcije
Ve G; = Kr,; singularna. To je tudi kriterij za doloCitev kriticnih oziroma uklonskih sil kom-
pozitnih nosilcev z uposStevanjem zdrsa med slojema.






Racunski primer:

V prejsnjih poglavjih smo predstavili nov ra¢unski postopek za nelinearno analizo kompozitnih
konstrukcij z upostevanjem zdrsa med sloji. Postopek je zasnovan na metodi konénih elemen-
tov. Za reSevanje posplosenih diskretnih ravnoteznih enacb konstrukcije smo razvili ra¢unalniski
program v programskem okolju Matlab. V tem poglavju analiziramo natan¢nost, ucinkovitost
in primernost razvitega ra¢unskega postopka za analizo napetostnega in deformacijskega stanja
kompozitnih nosilcev, ki se pogosto uporabljajo v gradbenistvu. Rac¢unski primeri so razdeljeni
na dva smiselna sklopa. V prvem analiziramo predvsem natanénost in uéinkovitost predstav-
ljenih deformacijskih konénih elementov za analizo geometrijsko nelinearnega obnasanja kompo-
zitnih nosilcev. V drugem sklopu racunskih primerov analiziramo vpliv materialne nelinearnosti
na nosilnost in togost znacilnih gradbenih kompozitnih nosilcev. S tem namenom podrobno ana-
liziramo dvoslojni leseni kompozitni nosilec, sovprezne kontinuirne nosilce iz jekla in betona in
vpliv diferen¢nega kréenja na napetostno in deformacijsko stanje dvoslojnih armiranobetonskih
nosilcev.

V vseh rac¢unskih primerih smo uporabljali razli¢ne tipe konénih elementov na stiku med sloji in
na previsih kompozitnih nosilcev. Ti so se razlikovali po stevilu glavnih integracijskih vozlov -
tock in po §tevilu tock lokalne integracije med dvema glavnima integracijskima vozloma. Pri tem
smo predpostavili, da so vozli integracije vzdolz elementa na stiku med slojema kompozitnega

nosilca (glavni integracijski vozli) hkrati tudi interpolacijske tocke za interpolacijo €%, £,

z* in p’. Govorimo o poenotenju integracijskih in interpolacijskih tock. Primer izbire glavnih

vozlov elementa in tock lokalne integracije prikazuje slika 4.1.

® ® ® = ®© ®

® interpolacijske, integracijske tocke

O tocke lokalne integracije

Slika 4.1: Primer izbire glavnih in lokalnih integracijskih tock (¢ = 5, j = 3).
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Na tej sliki je prikazana izbira petih tock globalne Lobattove integracije in treh tock rekurzivne
lokalne Lobattove integracije. Temu ustrezno oznac¢imo razlicne tipe koncénih elementov kot
E;_;. Pri tem predstavlja indeks 4 Stevilo glavnih vozlov kon¢nega elementa in indeks j Stevilo
tock lokalne integracije. Namesto Stevilo glavnih tock elementa v besedilu uporabljamo tudi
izraz red elementa, kar je v tesni povezavi z interpolacijo neznanih koli¢in konénega elementa.
Element z M glavnimi tockami je interpoliran z Lagrangevimi polinomi reda M — 1. Element
najnizjega reda je F3_3 s tremi globalnimi Lobattovimi tockami in kvadratno interpolacijo med
njimi. Navzgor z redom elementa nismo omejeni, vendar se zaradi nenatan¢nosti aproksimacije
s polinomi visokega reda izogibamo zelo visokemu Stevilu glavnih tock.

Vsi ra¢uni so bili opravljeni na osebnem racunalniku, rac¢unali smo z dvojno dolzino Stevil (15
decimalnih mest) in osnovno zaokrozitveno napako velikostnega reda 2.22 - 10716, Tako so vsi
rezultati izvrednoteni na petnajst mest, vendar jih v nadaljevanju zaradi vecje preglednosti ne
podajamo tako natan¢no. Kot kriterij za ustavitev Newton—Raphsonove metode smo uporabili
dva pogoja: velikost evklidske norme stolpca neznank in evklidsko normo desnih strani sistema
enach v trenutni iteraciji. Ra¢un smo ustavili, ko sta bili obe normi manjsi od vnaprej dolo¢enega
majhnega stevila, ki je bilo obi¢ajno 1075, V vseh racunskih primerih smo v okolici resitve opazili
kvadraticno konvergenco razvitega Newton—Raphsonovega algoritma, potem ko smo se dovolj
priblizali resitvi.

4.1 GIRHAMMARIJEV KOMPOZITNI PROSTOLEZECI NOSILEC

V prvem racunskem primeru analiziramo natanénost, ucinkovitost in konvergenco predstavljene
druzine deformacijskih konénih elementov za geometrijsko nelinearno analizo kompozitnih nosil-
cev z upoStevanjem zdrsa med slojema. Analiziramo dvoslojni prostolezec¢i kompozitni nosilec.
V tem racunskem primeru dodatno analiziramo tudi vpliv podajnosti stika na napetostno in
deformacijsko stanje obravnavanega kompozitnega nosilca. Za dvoslojni prostoleze¢i kompo-
zitni nosilec obstajajo v literaturi tudi toc¢ne reSitve. Te so prvi predstavili Girhammar in
sodelavci [41]. Zato ta nosilec v nadaljevanju imenujemo Girhammarjev nosilec. To¢ne resitve
za napetostno in deformacijsko stanje kompozitnega nosilca so izpeljali s poenostavljeno teorijo
ravninskih kompozitnih nosilcev. Za kinemati¢ne enacbe in ustrezne ravnotezne enacbe so upora-
bili ena¢be t.i. modificirane teorije drugega reda, za konstitucijske enacbe obeh slojev in stika
med slojema kompozitnega nosilca pa so uporabili linearne zveze. Te zapisemo v naslednji obliki:

0%(z,2%) = E*D® = E*(%(z) + 2°"(z)),
o’(z,2°) = E°D* = E* (6b(I) + zbnb(x)),
q; (r) = KA*(z),

kjer predstavljata E® in E® elasticna modula sloja a oziroma sloja b kompozitnega nosilca,
parameter K pa je togost stika. Kompozitni nosilec obtezimo z enakomerno linijsko obtezbo pz

spodnjega sloja. Geometrijske in materialne podatke ter podatke o nacinu podpiranja in o
velikosti in legi obtezbe prikazuje slika 4.2.
Analiza natanénosti deformacijskih konénih elementov

Kot smo ze povedali, so Girhammar in sodelavci [41] podali toéne resitve za napetostno in defor-
macijsko stanje obravnavanega dvoslojnega nosilca. Zato najprej s primerjavo med to¢nimi in nu-
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Slika 4.2: Geometrijski in materialni podatki ter podatki o na¢inu podpiranja in obtezbi za Girham-
marjev dvoslojni prostolezeci nosilec.

meri¢nimi re§itvami, ki smo jih izracunali s predstavljenimi konénimi elementi, ana-

liziramo natan¢nost razvitega racunskega postopka. Primerjavo med rezultati za znacilne koli¢ine

Girhammarjevega nosilca prikazuje preglednica 4.1. Vse rezultate znacilnih koliéin, ki so prikazani

v preglednici 4.1, smo izracunali z elementi F5_5. Dodamo naj, da je vertikalni pomik w¢ izvred-

noten glede na referencéno os kompozitnega nosilca, osni sili Vg in /\/'g ter upogibna momenta
¢ in ngc pa glede na tezis¢no os obeh slojev kompozitnega nosilca.

Preglednica 4.1: Primerjava med to¢nimi in numeri¢nimi rezultati za znacilne koli¢ine Girhammar-
jevega nosilca.

tocno [41] en KE E5_5 dva KE E5_5
koli¢ina GLT! TDR? GLT? GNT* GLT? GNT*

we[mm)] 7.560 9.276 7.561 9.268 7.560 9.273
NEIKN] 0.863 3.897 0.872 4.007 0.863 3.924
NEkN] —50.863 —53.897 —50.872 —54.003 —50.863 —53.920

M [kNm] 0.4977 0.6162 0.4971 0.6086 0.4978 0.6155

M&C[kNm] 0.1659 0.2054 0.1657 0.2034 0.1659 0.2052

qt“,A[kN] 11.444 13.878 11.397 13.950 11.442 13.862
1 geometrijsko linearna teorija
2 modificirana teorija drugega reda
3 geometrijsko linearna teorija
4  geometrijsko nelinearna teorija

Opazimo veliko natancénost predstavljenih konénih elementov, saj Ze z enim oziroma dvema
konénima elementoma FEj5 5 izracunamo prakti¢no to¢ne vrednosti znacilnih koli¢in tako za
geometrijsko linearno kot tudi za geometrijsko nelinearno teorijo kompozitnih nosilcev.
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V nadaljevanju, s pomocjo rezultatov, ki so zbrani v preglednici 4.1, analiziramo, kako geome-
trijsko nelinearna teorija ravninskih nosilcev vpliva na napetostno in deformacijsko stanje kom-
pozitnih nosilcev. Vpliv ocenimo s primerjavo rezultatov znacilnih koli¢in Girhammarjevega
nosilca, ki jih izracunamo 7 geometrijsko linearnim in geometrijsko nelinearnim modelom nosilca.
Razliko med teorijama ocenimo s pomocjo relativne napake € :
(.)GLT _ (.)GNT

e(s) = (¢)GNT (4.1)
Razlike med rezultati za znacilne koli¢ine Girhammarjevega nosilca, ki smo jih izracunali z
geometrijsko linearno in geometrijsko nelinearno teorijo kompozitnih nosilcev, so: 18.5°/, za
maksimalni vertikalni pomik we, 17.5°/, za maksimalno tangencialno komponento linijske kon-
taktne obtezbe qg,A, kar 78°/, za osno silo spodnjega sloja kompozitnega nosilca Ng&, 6°/;
za osno silo zgornjega sloja /\/‘g ter 19°/, za upogibna momenta spodnjega in zgornjega sloja
kompozitnega nosilca Mg in ngc.

V nadaljevanju smo primerjali rezultate tudi pri petkrat vecji obtezbi (A = 5). Relativna napaka
za vertikalni pomik we se ob petkratnem povecanju obtezbe poveca z 18.5°/, kar na 91°/,, za
maksimalno tangencialno komponento linijske kontaktne obtezbe ¢ 4 s 17.5°/; na 90°/,, za
osno silo spodnjega sloja N& z 78°/, na 99°/,, za osno silo zgornjega sloja /\/‘g s 6°/, na
74°/, ter za upogibna momenta spodnjega in zgornjega sloja M¢, in Mg o 7 ocenjenih 19°/,
na 92°/,. Sliki 4.3 in 4.4 zelo dobro prikazujeta omenjeno povecanje osne sile in upogibnega
momenta zgornjega sloja, ki je posledica izbranega racunskega modela kompozitnega nosilca.

0 T T T 0 C‘ T T T 'j
- = Geom. nelin. teorija . &  Geom. nelin. teorija
z -0~ Geom. lin. teorija Z \ -0- Geom. lin. teorija
S 025 | . S 025 |\ ]
= = o \ 1
2 3 8 ¢
g -0.5 é 0.5 N \,\’
'Q; -Q\o \®\ /J
0.75 - ' ) .
2 o, 2
1 : = :
0 0.25 0.5 0.75 1

Slika 4.3: Potek normiranih osnih sil N in upogibnih momentov Mg po osi zgornjega sloja
Girhammarjevega nosilca. Primerjava med rezultati geometrijsko linearne in nelinearne
teorije ravninskih kompozitnih nosilcev za A = 1in 4 KE F5_5.

Ker izbira ra¢unskega modela kompozitnega nosilca bistveno vpliva na napetostno in deforma-
cijsko stanje kompozitnega nosilca ze pri nizkem nivoju obtezbe (A = 1), in ker smo za analizo
uporabili materialne parametre lesa, sklepamo, da ima geometrijsko nelinearna teorija ravnin-
skih nosilcev pri dolo¢enih lesenih kompozitnih nosilcih velik vpliv na natancénost izracunanega
napetostnega in deformacijskega stanja. Zelo pomembna ugotovitev je, da so koli¢ine, dobljene
z geometrijsko nelinearno teorijo, vecje od dobljenih z geometrijsko linearno teorijo. To pomeni,
da izracun z geometrijsko linearno teorijo ni na varni strani.
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Slika 4.4: Potek normiranih osnih sil N in upogibnih momentov Mg po osi zgornjega sloja
Girhammarjevega nosilca. Primerjava med rezultati geometrijsko linearne in nelinearne
teorije ravninskih kompozitnih nosilcev za A = 5in 4 KE F5_5.

Analiza konvergence deformacijskih konénih elementov

V nadaljevanju racunskega primera analiziramo konvergenco izpeljanih deformacijskih konénih
elementov. Pritem spreminjamo $tevilo vozlov uporabljenih konénih elementov (oziroma stopnjo
interpolacijskega polinoma za €%, ¥, k%, 2* ter ¢2, ki je za ena manjsa od tevila vozlov elementa/)
ter §tevilo konénih elementov. Glede na ugotovitve in priporoéila Zupana [90] izberemo tri tocke
rekurzivne lokalne Lobattove integracije. Tako so vsi uporabljeni konéni elementi tipa F; 3,
kjer i predstavlja Stevilo vozlov elementa. Rezultate medsebojno primerjamo pri osnovnem
nivoju obtezbe (A =1), kot primerjalne oziroma toc¢ne pa privzamemo rezultate, dobljene s
Sestnajstimi kon¢nimi elementi tipa Fg_3. Konvergenco numeri¢nih resitev ocenimo s pomocjo
relativne napake, ki smo jo definirali z enacbo 4.1.

0.1 i @4 T 0.1 ¢ A
ﬁE‘.’)—343>E'7»3 ﬁE3_3E‘E7_3 1
0.075 + .- E5-3 - E9—3 4 —~ 0.075 + - E5_3 - E9_3 i
= 005 ] "5 0.05
3 = O
< 2
0.025 4 w 0.025
0 & 0 ‘
16 2 4 8 16

Stevilo elementov Stevilo elementov

Slika 4.5: Analiza konvergence za vertikalni pomik w¢ in upogibni moment ./\/lg ¢ glede na izbrano
Stevilo konénih elementov.
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Na slikah 4.5 in 4.6 prikazujemo vpliv §tevila konénih elementov in vpliv Stevila vozlov na
velikost relativne napake vertikalnega pomika wc in upogibnega momenta M ¢ na sredini
razpona Girhammarjevega kompozitnega nosilca.
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Slika 4.6: Analiza konvergence za vertikalni pomik w¢ in upogibni moment Mg ¢ glede na izbrano
stevilo vozlov konénega elementa.

Kot vidimo na slikah 4.5 in 4.6, se relativni napaki za vertikalni pomik w¢ in za upogibni
moment M. ¢ hitro manjsata s povecevanjem Stevila koncnih elementov kot tudi s povecevanjem
Stevila vozlov elementa. Opozorimo pa, da povetevanje §tevila vozlov elementa Se ne pomeni
nujno tudi ve¢je natancnosti (slika 4.6). Podobno je za analizo armiranobetonskih konstrukcij z
deformacijskimi konénimi elementi v svoji doktorski nalogi ugotovil tudi Bratina [13]. Kljub tem
ugotovitvam pa poudarimo, da so rezultati izjemno natanéni Ze ob uporabi samo dveh konénih
elementov s tremi vozli. Za dva konéna elementa tipa Fs3_3 sta relativni napaki e(we) = 2.54° /o,
in €(Mc ) = 35.21° /5o. Z uporabo dveh konénih elementov nekoliko visjega reda (E5_3) pa sta
relativni napaki le Se e(we) = 0.27° /o in €(Mc,c) = 0.26°/ 0.

Vpliv togosti stika na obnaSanje Girhammarjevega kompozitnega nosilca

Dobro je znano, da ima togost stika velik vpliv na obnasanje kompozitnih nosilcev ze pri nizkem
nivoju obtezbe, t.j. v primeru, ko za ra¢unski model kompozitnega nosilca upraviceno izberemo
geometrijsko linearno teorijo ravninskih nosilcev. Zato v nadaljevanju analiziramo vpliv togosti
stika na obnasanje kompozitnih nosilcev tudi pri visokem nivoju obtezbe. Seveda moramo v tem
primeru kompozitni nosilec modelirati z geometrijsko nelinearno teorijo. Glede na predhodno
analizo natancnosti deformacijskih kon¢nih elementov smo za parametriéno analizo vpliva togosti
stika na obnasanje Girhammarjevega kompozitnega nosilca uporabili §tiri kon¢ne elemente tipa
Es5_3. Obtezno-deformacijske krivulje vertikalnega pomika na sredini Girhammarjevega nosilca
we za razlicne vrednosti parametra stika K prikazuje slika 4.7.

Vrednost parametra K = 100kN/cm? predstavlja prakti¢no povsem tog stik med slojema. To
ugotovimo s pomodcjo slike 4.7, kjer se obtezno-deformacijska krivulja za K = 100kN/cm? sko-
raj povsem prilega obtezno-deformacijski krivulji kompozitnega nosilca s togim stikom. To
smo izracunali z deformacijskimi kon¢nimi elementi za nelinearno analizo ukrivljenih kompo-
zitnih nosilcev brez upostevanja zdrsa med sloji. Te predstavljamo v dodatku B. Nasprotno
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Slika 4.7: Vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje vertikalnega pomika w¢
Girhammarjevega nosilca. Enota za K v kN/cmZ, nosilec smo analizirali s §tirimi
elementi tipa F5_3.
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Slika 4.8: Vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% Girham-
marjevega nosilca. Enota za K v kN/cm?, nosilec smo analizirali s stirimi elementi tipa

Es5 3.

pa vrednost parametra K = 0.01kN/cm? predstavlja praktiéno povsem podajen stik med slo-
jema, saj so numeri¢ne analize pokazale, da dodatno zmanjSevanje parametra K bistveno ne
spremeni rezultatov. Slika 4.7 nazorno prikazuje, kako pomemben vpliv ima togost stika na
vertikalen pomik w¢ in s tem tudi na togost kompozitne konstrukcije. Ce primerjamo rezultate
pri obteznem faktorju A = 5, je vertikalni pomik tocke C' kompozitnega nosilca s togostjo stika
K = 5kN/cm? za 2.5 krat tolikien od primerljivega pomika kompozitnega nosilca s togostjo
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stika K = 10kN/cm? in kar za 4.7 krat toliksen od primerljivega pomika kompozitnega nosilca
s togostjo stika K = 100 kN /cm?.

Na slikah 4.8 in 4.9 prikazujemo vpliv vrednosti parametra stika K na velikost robnega zamika

% in na vrednost normalne komponente linijske kontaktne obtezbe na sredini razpona qz C 72
razlicne nivoje obtezbe. Kot pri¢akujemo je, ne glede na velikost obteznega faktorja A, zamik
tocke A tem vedji, ¢im bolj je stik podajen. Za zelo tog stik (K = 100kN/cm?) je robni zamik A%
za vse nivoje obtezbe praktiéno zanemarljiv. Glede na rezultate na sliki 4.9 lahko zakljué¢imo, da
se velikost normalne komponente linijske kontaktne obtezbe na sredini Girhammarjevega nosilca
qg’c pri danem nivoju obtezbe povecuje, e se togost stika zmanjsuje.
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Slika 4.9: Vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje normalne komponente linijske
kontaktne obtezbe qz ¢ Girhammarjevega nosilca. Enota za K je kN/ cm?, nosilec smo
analizirali s Stirimi elementi tipa F5_3.

Vpliv togosti stika na potek zamikov po osi Girhammarjevega kompozitnega nosilca za §tiri
razli¢ne nivoje obtezbe (A = 1,1.5,4 ter 5) prikazuje slika 4.10. Tudi tu nastopijo najvecji zamiki
na robovih nosilca. Zaradi simetrije nosilca in obtezbe je potek zamikov po osi Girhammarjevega
nosilca antisimetric¢en. Na slikah 4.10(a) in 4.10(b) so zamiki, ki pripadajo nosilcem z bolj togim
stikom, praktiéno ni¢, saj sta obtezna faktorja A =1 in A = 1.5 majhna v primerjavi z ‘mejnimi’
obteznimi faktorji teh nosilcev (glej sliko 4.7). Za kompozitne nosilce s podajnejsim stikom,
na primer za K = 1kN/cm? ali za K = 0.01kN/cm?, pa se ob robovih kompozitnega nosilca
pojavijo opazni zamiki. To je posledica dejstva, da sta obtezna faktorja A = 1 in A = 1.5 za
kompozitne nosilce s podajnim stikom ze v blizini ‘mejne’ nosilnosti. Na slikah 4.10(c) in 4.10(d)
prikazujemo potek zamikov za obtezbo A\ = 4 in A = 5 in sicer le za nosilce z bolj togimi stiki.
Za kompozitne nosilce s togostjo stika K = 5kN/cm? ali K = 10kN/cm? predstavljata A = 4
in A = 5 visok nivo obtezbe, kar se odraza tudi v vidnih zamikih na stiku med slojema.
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Slika 4.10: Vpliv velikosti obteznega faktorja in togosti stika na potek zamikov vzdolz stika Girham-
marjevega nosilca. Enota za K je kN/ cm2, nosilec smo analizirali s §tirimi elementi tipa

FEs_3.

Na sliki 4.11 primerjamo potek normalne komponente linijske kontaktne obtezbe ¢% po osi
Girhammarjevega kompozitnega nosilca za razlicne nivoje obtezbe in za razlitne vrednosti
parametra stika K. Opazimo, da je normalna komponenta linijske kontaktne obtezbe na sredini
Girhammarjevega nosilca qz,c bistveno vecja, kot je na robovih nosilca, ne glede na velikost
obtezbe in togost stika. Za K = 5kN/cm? in obtezni faktor A = 1 je qz’c za 1.3-krat vecja
od njene robne vrednosti. S povecevanjem obtezbe pa se to razmerje Se povecuje: za A = 2
na 1.54, za A = 4 na 8.14 in za A = 5 kar na 61.70. S pomodjo slike 4.11 ugotovimo tudi,
da se s poveCevanjem obteznega faktorja normalna komponenta kontaktne obtezbe qz,c v polju
povecuje bistveno hitreje kot na robovih kompozitnega nosilca. To velja za vse togosti stika.
Tako lahko v blizini ‘mejnega’ obteZznega faktorja obravnavanega kompozitnega nosilca govo-
rimo o ‘koncentraciji’ normalne komponente linijske kontaktne obtezbe qg na sredini razpona
prostolezetega kompozitnega nosilca. To je seveda posledica t.i. ‘obeSene’ deformirane lege
kompozitnega nosilca.
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Slika 4.11: Vpliv velikosti obteznega faktorja in togosti stika na potek normalne komponente linijske
kontaktne obtezbe qz po osi Girhammarjevega nosilca. Enota za K je kN/cmZ, nosilec
smo analizirali s §tirimi elementi tipa F5_3.

4.2 PROSTOLEZECI KOMPOZITNI NOSILEC OBTEZEN S TOCKOVNO SILO

V drugem racunskem primeru analiziramo obnaSanje prostolezetega kompozitnega nosilca, ki
je obtezen s tockovno silo na sredini razpona. Nosilec podpremo tako, kot je to obicajno pri
eksperimentalnih preiskavah prostolezecih nosilcev. Med eksperimentom je nosilec polozen na
dva jeklena valjcka, ki omogocata zasuke in horizontalne pomike obeh robov nosilca, preprecujeta
pa vertikalne pomike. Mirovanje nosilca v horizontalni smeri zagotovimo s pomocjo horizontalno
nepomicnega obremenilnega bata, ki nalega na sredini razpona. Med preiskavo se razvije trenje
oziroma lepenje med nosilcem in batom, ki preprecuje horizontalne pomike sredine nosilca.
Poudariti pa je potrebno, da je med preiskavo nosilec podprt na nivoju spodnjega roba, v
nasi analizi pa na nivoju referen¢ne osi oziroma stika. Kjub temu, pa glede na numeri¢ne
izkusnje, ne pri¢akujemo bistvenih odstopanj rezultatov. Glede na povedano, je natin podpi-
ranja kompozitnega nosilca naslednji: leva in desna podpora nosilca sta vrtljivi in vodoravno
pomicni, na sredini razpona pa nosilcu prepre¢imo vodoravni pomik. Geometrijske in materi-
alne podatke ter podatke o legi obtezbe in nac¢inu podpiranja kompozitnega nosilca prikazuje
slika 4.12(a). Obravnavani kompozitni prostolezeci nosilec je na sredini razpona obremenjen s
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tockovno silo 100 kN. Zaradi simetrije analiziramo le polovico prostolezecega nosilca, uporabljen
racunski model prikazujemo na sliki 4.12(b). Uporabljeni konstitucijski zakon za oba sloja in za
stik med slojema kompozitnega nosilca je enak kot v prvem racunskem primeru (Girhammarjev
prostoleze¢i kompozitni nosilec), torej linearno elastiéna modela za oba sloja in linearni zakon
stika med slojema kompozitnega nosilca.

(a) Racunski podatki kompozitnega nosilca
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Slika 4.12: (a) Geometrijski in materialni podatki ter podatki o obtezbi in na¢inu podpiranja pros-
tolezecega kompozitnega nosilca. (b) Racunski model prostolezecega kompozitnega
nosilca obtezenega s tockovno silo na sredini razpona.

Tudi v tem racunskem primeru nas bo podrobno zanimalo, kako togost stika in velikost tockovne
sile vplivata na napetostno in deformacijsko stanje prostolezecega kompozitnega nosilca. Z nu-
meri¢nim eksperimentiranjem smo ugotovili, da izracunamo zelo natanéne kinematicne, staticne
in deformacijske koli¢ine kompozitnega nosilca Ze samo s Sestimi elementi tipa F5_4. Zato v
vseh nadaljnih analizah modeliramo kompozitni nosilec s Sestimi elementi tipa E5_4.

Slika 4.13 prikazuje vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje vertikalnega
pomika sredine razpona wp. Pri tem smo zelo podajen stik modelirali s togostjo stika K =
0.01kN/cm?, tog stik pa s K = 50kN/cm?. Obtezno-deformacijsko krivuljo, ki pripada to-
gemu stiku, smo tudi v tem racunskem primeru dolocili s konénimi elementi za nelinearno ana-
lizo ukrivljenih kompozitnih nosilcev (dodatek B). Obtezno-deformacijska krivulja vertikalnega
pomika wpg, ki jo prikazuje slika 4.13, je v nasprotju z inZenirskimi pricakovanji. Pri¢akovali bi,
da so pomiki kompozitnega nosilca z bolj podajnim stikom vecji od pomikov, ki pripadajo kom-
pozitnemu nosilcu z bolj togim stikom med slojema. Toda taksno inZenirsko sklepanje velja le pri
nizkem nivoju obtezbe (slika 4.13). Ce primerjamo obtezno-deformacijski krivulji kompozitnega,
nosilca s togostmi stika bodisi K = 0.01kN/cm? ali K = 0.5kN/cm?, ugotovimo, da se krivulji
sekata pri obteznem faktorju A 2 7.5. Podobno ugotovimo tudi za kompozitna nosilca s togostjo
stika K = 3kN/cm? in K = 0.01 kN/cm?. V tem primeru se obtezno-deformacijski krivulji sekata
pri A = 10.5. Pri kompozitnih nosilcih s togostmi stika K = 3kN/cm? ali K = 0.5kN/cm? pa
se obtezno-deformacijski krivulji sekata pri A 2 13. Ugotovimo lahko, da obtezno-deformacijska
krivulja kompozitnega nosilca z izbrano togostjo stika seka vse obtezno-deformacijske krivulje,
ki pripadajo kompozitnim nosilcem z vi§jo togostjo stika. Ta pojav pri kompozitnih nosilcih
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pojasnimo s pomocjo slike 4.14, ki prikazuje vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske
krivulje horizontalnega pomika tocke A spodnjega sloja u% analiziranega kompozitnega nosilca.
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Slika 4.13: Vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje vertikalnega pomika wp
komporzitnega nosilca. Enota za K je kN/ cm?, nosilec smo analizirali s Sestimi elementi

tipa F5_4.
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Slika 4.14: Vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje horizontalnega pomika 1%
spodnjega sloja kompozitnega nosilca. Enota za K je kN/ cm?, nosilec smo analizirali s
Sestimi elementi tipa Fs_4.

Na sliki 4.14 ne opazimo presecis¢ obtezno-deformacijskih krivulj. To pomeni, da se horizontalni
pomik kompozitnega nosilca u% povecuje z manjSanjem togosti stika med slojema kompozitnega
nosilca, neglede na nivo obtezbe. Za ilustracijo opazujemo kompozitni nosilec s togostmi stika
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K = 0.001kN/cm? ali K = 3kN/cm?. Ker je horizontalni pomik u4% nosilca s togostjo stika
K = 0.01kN/cm? za vse obtezbe vedno vegji kot pri nosilcu s togostjo stika K = 3kN/cm?,
je deformirana lega nosilca z manjSo togostjo stika bolj ‘obeSena’, kot pa je pri nosilcu z vecjo
togostjo stika. Za t.i. ‘obeSeno’ deformirano lego kompozitnih nosilcev je znacilno, da moramo
izjemno povecati obtezbo, pri tem pa se vertikalni pomik wp minimalno poveéa. Ker dosezemo
pri kompozitnem nosilcu s togostjo stika K = 3kN/cm? ‘obeseno’ deformirano lego pri vigjem
nivoju obtezbe, kot jo dosezemo pri kompozitnem nosilcu s togostjo stika K = 0.01kN/cm?, se
obtezno-deformacijski krivulji na sliki 4.13 sekata.

Opisani pojav §e podrobneje opiSemo s sliko 4.15, kjer prikazemo deformirane lege spodnjega
sloja kompozitnega nosilca za §tiri razliéne nivoje obtezbe (A = 1, 3, 9 in 15). Zaradi simetrije
konstrukcije prikazemo deformirane lege le za levo polovico kompozitnega nosilca.
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Slika 4.15: Vpliv togosti stika in nivoja obtezbe na deformirano lego spodnjega sloja prostolezecega
kompozitnega nosilca. Enota za K je kN/ cm?, nosilec smo analizirali s Sestimi elementi

tipa F5_4.
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Slika 4.15 nazorno prikazuje, da se kompozitni nosilci z manjso togostjo stika ‘obesijo’ pri nizjem
nivoju obtezbe kot kompozitni nosilci z vecjo togostjo stika.

V nadaljevanju analiziramo vpliv podajnosti stika na potek zamikov med slojema kompozitnega
nosilca in na potek normalne komponente linijske kontaktne obtezbe po osi kompozitnega nosilca.
Najprej na sliki 4.16 prikazemo obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% za razlicne
togosti stika.
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Slika 4.16: Vpliv togosti stika na potek obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% kom-
pozitnega nosilca. Enota za K je kN/cm?, nosilec smo analizirali s Sestimi elementi tipa

Es_4.

Tudi sedaj opazimo dokaj nenavadno spreminjanje robnega zamika A%. Na sliki 4.16 vidimo,
da je do nivoja obtezbe A = 1.5 spreminjanje zamika A% pricakovano: (a) robni zamik A% je
pozitiven, kar pomeni, da se totka A zgornjega sloja kompozitnega nosilca premakne v levo,
glede na solezno tocko spodnjega sloja v nedeformirani legi in (b) s povecevanjem togosti stika
se robni zamik manjsa. Nenavadno pa je spreminjanje A% pri vi§jem nivoju obtezbe. Tako na
sliki 4.16 opazimo, da se pri vi§jem nivoju obtezbe A% pri¢cne manjsati, neglede na togost stika,
in pri dolocenem obteznem faktorju doseze celo negativno vrednost. Negativen robni zamik A%
pomeni, da se tocka A zgornjega sloja premakne v desno, glede na solezno tocko spodnjega sloja
v nedeformirani legi. Negativni robni zamik A% doseze kompozitni nosilec pri relativno velikih
vertikalnih pomikih sredine razpona, t.j. pri wg > 150 cm.

Zanimiv in nenavaden je tudi potek zamikov A% po osi spodnjega sloja kompozitnega nosilca.
Tega za razlicne togosti stika (K = 0.01, 0.5, 3 in 50 kN /cm?) ter za razli¢ne nivoje obtezb (A = 1,
3, 9 in 15) prikazuje slika 4.17. Zaradi simetri¢ne geometrije, podpiranja in obtezbe kompo-
zitnega nosilca je potek zamikov vzdolz osi kompozitnega prostolezecega nosilca antisimetricen.
Zato na sliki 4.17 prikazemo A® le za levo polovico nosilca. Pri nizjih nivojih obtezbe vrednost
zamikov nara$ca od sredine razpona proti robu kompozitnega nosilca neodvisno od togosti stika.
Pri visokih nivojih obtezbe pa ugotovimo (glej sliko 4.17): (a) robni zamik A% ni ve¢ najvecji
zamik, kot to velja pri nizjem nivoju obtezbe in (b) mesto najvecjega zamika se pomika od roba
kompozitnega nosilca oziroma od tocke A proti sredini razpona. Pri tem pa velja, da se lega
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najvecjega zamika priblizuje sredini razpona kompozitnega nosilca in sicer, bolj tog kot je stik,
blizje sredini razpona je najvecji zamik.
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Slika 4.17: Vpliv togosti stika in nivoja obtezbe na potek zamikov A® po osi spodnjega sloja kom-
pozitnega nosilca. Enota za K je kN/cm?, nosilec smo analizirali s Sestimi elementi tipa
Es 4.

Na koncu tega racunskega primera analiziramo tudi vpliv togosti stika na potek normalne kompo-
nente linijske kontaktne obtezbe qg po osi obravnavanega kompozitnega nosilca. Zaradi simetrije
konstrukcije je potek normalne komponente linijske kontaktne obtezbe po osi kompozitnega
nosilca simetricen. Zato na sliki 4.18 prikazemo potek ¢ le za levo polovico kompozitnega
nosilca. Na sliki 4.18 prikazemo potek ¢’ za razlicne nivoje obtezbe ter za razli¢ne togosti stika
kompozitnega nosilca. Opazimo, da se ¢” koncentrira pod tockovno silo, ter da se velikost qz B
pod tockovno silo P povecuje z velikostjo obtezbe. Tudi sedaj so rezultati nekoliko nepriéakovar’li.
Na sliki 4.18 vidimo, da se za izbrano obtezbo kompozitnega nosilca vrednost qz p strmo povecuje
s povecevanjem togosti stika. Toda to velja le do dolocene togosti stika, saj se od te togosti stika
dalje pri¢ne vrednost qz’ p manjsati. To ugotovitev ponazorimo pri obteznem faktorju A = 15,
kjer je vrednost qzy p pri kompozitnem nosilcu s togostjo stika K = 0.5kN/ cm? priblizno 8-krat
vecja kot je pri kompozitnem nosilcu s togostjo stika K = 0.01kN/cm?. S povecanjem togosti
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stika na K = 3 kN/cm? se razmerje poveca kar na 17, pri togosti stika K = 50kN/cm? pa pade

na 14. 7Z drugimi besedami to pomeni, da bolj tog stik med slojema kompozitnega nosilca bolj
‘razmaze’ tockovno obtezbo.
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Slika 4.18: Vpliv togosti stika in nivoja obtezbe na potek normalne komponente linijske kontaktne

obtezbe qg po osi kompozitnega nosilca. Enota za K je kN/ cmZ, nosilec smo analizirali
8 Sestimi elementi tipa F5_4.

Kjub temu, da na sliki 4.18 ni dobro vidno, pa je smiselno poudariti, da se pri podajnih stikih ter
pri vi§jih nivojih obtezbe na robu kompozitnega nosilca pojavi natezna oziroma po predznaku
negativna normalna komponenta linijske kontaktne obtezbe. Ta lahko ob nepravilno dimen-
zioniranem kontaktu povzroci razslojevanje slojev kompozitnega nosilca in poruSitev.

4.3 SIMETRICNO OBTEZEN KONTINUIRNI KOMPOZITNI NOSILEC

V predhodnih rac¢unskih primerih smo obravnavali izkljuéno ‘stati¢no dolo¢ene’ kompozitne
nosilce. V tem racunskem primeru analiziramo obnaSanje ‘staticno nedolo¢enega’ kompozitnega
kontinuirnega nosilca preko dveh polj z enakima razponoma. Pri uporabi lesenih konstrukcij je
taksna izvedba kontinuirnih nosilcev preko dveh ali ve¢ polj nekaj povsem obicajnega. Kot smo
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ze uvodoma povedali, potrebujemo za premoscanje vecjih razponov tudi veéjo statiéno visino
precnih prerezov nosilnih elementov. To zagotovimo s sestavljanjem lesenih nosilcev z manjSimi
precnimi prerezi. Geometrijske in materialne podatke ter podatke o na¢inu podpiranja in obliki
obtezbe obravnavanega kontinuirnega dvoslojnega lesenega nosilca prikazuje slika 4.19.
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Slika 4.19: Geometrijski in materialni podatki ter nacin podpiranja in oblika obtezbe kompozitnega
kontinuirnega nosilca.

Tudi v tem racunskem primeru analiziramo vpliv togosti stika na obnasanje kontinuirnega kom-
pozitnega nosilca. Dodatno pa analiziramo tudi vpliv razmerja vztrajnostnih momentov prec¢nih
prerezov sloja a in sloja b kompozitnega kontinuirnega nosilca na znacilne kinematiéne in staticne
koli¢ine. Tudi tokrat oba sloja kompozitnega nosilca modeliramo z linearno elasti¢nim konsti-
tucijskim zakonom, stik med slojema pa z linearnim konstitucijskim zakonom stika.

Vpliv togosti stika na obnasanje kompozitnega kontinuirnega nosilca

Kot smo Zze povedali, najprej analiziramo vpliv togosti stika na obnaSanje kompozitnega
kontinuirnega nosilca. Tudi sedaj vrednost parametra K = 0.01kN/cm? predstavlja prakti¢no
povsem podajen stik. Podajna povezava med sloji kompozitnih nosilcev nastopi takrat, ko sta
sloja kompozitnega nosilca preprosto, brez veznih sredstev, polozena eden na drugega, oziroma
ko je trenje med slojema minimalno. V nasprotju pa vrednost parametra K = 50 kN/cm? opisuje
zelo togo povezavo slojev. Vemo pa, da se vrednost parametra K v realnih lesenih kompozit-
nih konstrukcijah giblje med obema mejnima vrednostima. Tudi sedaj smo kontinuirni kompo-
zitni nosilec s povsem togim stikom (K = oo) analizirali z lastnim ra¢unalniskim programom za
analizo ravninskih ukrivljenih kompozitnih nosilcev brez upostevanja zdrsa med sloji
(dodatek B).

Z numeri¢nim eksperimentiranjem smo ugotovili, da izracunamo napetostno in deformacijsko
stanje kompozitnega nosilca pri nizkem nivoju obtezbe zelo natancno Ze z nekaj koncénimi
elementi tipa F5_ 4. Pri vi§jih nivojih obtezbe, ko postane vpliv geometrijsko nelinearne teorije
kompozitnih nosilcev zelo izrazit, se rezultati analize obravnavane konstrukcije stabilizirajo, ko
kompozitni nosilec modeliramo z desetimi konc¢nimi elementi tipa E5_4. Zaradi simetriénosti
geometrije, podpiranja in obtezbe kompozitnega nosilca smo analizirali le levo polovico kom-
pozitnega kontinuirnega nosilca. V ra¢unskem modelu smo ohranili obliko podpore vozlisca A,
vozliste B pa smo togo vpeli.
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Vpliv togosti stika na obtezno-deformacijsko krivuljo vertikalnega pomika wg tocke S ter na
obtezno-deformacijsko krivuljo horizontalnega pomika u% spodnjega sloja kompozitnega nosilca
v tocki A prikazujeta sliki 4.20 in 4.21.
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Slika 4.20: Vpliv togosti stika na vertikalni pomik wg kompozitnega kontinuirnega nosilca. Enota
za K je kN/ch, za analizo uporabimo deset koné¢nih elementov tipa Fy5_4.
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Slika 4.21: Vpliv togosti stika na horizontalni pomik u% spodnjega sloja v tocki A kompozitnega
kontinuirnega nosilca. Enota za K je kN/cmZ, za analizo uporabimo deset konénih
elementov tipa F5_4.

Oblika obtezno-deformacijskih krivulj je pricakovana. Tako se velikost pre¢nega pomika wg in
vodoravnega pomika u% manjSata, ko se togost stika povecuje. To opazimo tako pri nizkem kot
tudi pri visokem nivoju obtezbe. Tudi v primeru kontinuirnega kompozitnega nosilca opazimo
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pojav t.i. ‘obesSanja’. Tega pri visokem nivoju obtezbe prikazuje slika 4.22. Na tej sliki prikazu-
jemo deformirane lege sloja a kontinuirnega kompozitnega nosilca za razli¢ne togosti stika ter
za razliéne nivoje obtezbe.
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Slika 4.22: Vpliv togosti stika in nivoja obtezbe na deformirane lege kompozitnega kontinuirnega
nosilca. Enota za K je kN/ cm?, nosilec smo analizirali z desetimi konénimi elementi
tipa F5_4.

Poleg vertikalnih in horizontalnih pomikov kompozitnega nosilca pa v nadaljevanju analiziramo
tudi zamike vzdolz stika obravnavanega kompozitnega nosilca. Spreminjanje robnega zamika

% v tocki A s spreminjanjem obteZnega faktorja A in togostnih karakteristik stika prikazuje
slika 4.23. Na tej sliki vidimo, da se pri nizjih nivojih obteznega faktorja A robni zamik A%
obnasa podobno kot vertikalni pomik wg in horizontalni pomik u9% in sicer so za podajnejse stike
robni zamiki A% vecji. Z naras¢anjem obtezbe se pri ‘mejnem’ obteznem faktoju robni zamik

%, neglede na togost stika, pri¢ne zmanjSevati in pri dolocenem obteznem faktorju postane
celo negativen. Iz poteka obtezZno-deformacijskih krivulj robnega zamika A9 zakljucimo, da
od ‘mejnega’ obteznega faktorja dalje robni zamik A% pada tem hitreje, ¢im manjsa je togost
stika. Pri dovolj visokem obteznem faktorju se pravilo glede medsebojne povezave togosti stika
in velikosti robnega zamika A% spremeni, saj se z naras¢anjem obtezbe in z manjSanjem togosti
stika robni zamik A% manjsa.
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Slika 4.23: Vpliv togosti stika na obtezno-deformacijsko krivuljo robnega zamika A9 kompozit-
nega kontinuirnega nosilca. Enota za K je kN/ cmZ, nosilec smo analizirali z desetimi

konénimi elementi tipa F5_4.

Kot pri ostalih dosedaj obravnavanih simetri¢no obtezenih kompozitnih konstrukcijah, je tudi v
tem primeru potek zamikov vzdolz stika kompozitnega nosilca antisimetri¢en. Za razli¢ne nivoje
obtezbe in vrednosti parametra stika K prikazemo potek zamikov A® na slikah 4.24 in 4.25.
Zaradi preglednosti prikazemo potek zamikov le za levo polovico kompozitnega kontinuirnega
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Slika 4.24: Vpliv togosti stika in obtezbe na potek zamikov A® vzdolz stika kompozitnega kon-
tinuirnega nosilca: (a) K = 0.01 kN/ecm?, (b) K = 5 kN/cm?. Nosilec smo analizirali

z desetimi kon¢nimi elementi tipa Fs_ 4.

Pri nizjih nivojih obtezbe, se neglede na togost stika, pojavijo najve¢ji zamiki ravno na robovih
kompozitnega kontinuirnega nosilca, torej v totkah A in C. Z nadaljnim naras¢anjem obtezbe se
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pri¢ne robni zamik A% manjSati, zamiki v blizini podpore B pa narascati. Pri dovolj visokem
nivoju obtezbe dosezejo zamiki v absolutnem smislu najveéje vrednosti v blizini podpore B, kar
je dobro razvidno s slik 4.24 in 4.25.
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Slika 4.25: Vpliv togosti stika in obtezbe na potek zamikov A% vzdolz stika kompozitnega kon-
tinuirnega nosilca: (a) K = 10 kN/cm?, (b) K = 50 kN/cm?. Nosilec smo analizirali
7 desetimi konénimi elementi tipa Fs5_4.

V nadaljevanju analiziramo vpliv togosti stika na potek normalne komponente linijske kontak-
tne obtezbe ¢2. Zaradi 7e omenjene simetriéne geometrije kompozitnega nosilca, podpiranja
in obtezbe, je potek qg vzdolz stika kontinuirnega kompozitnega nosilca simetricen. Zaradi
tega prikazemo na sliki 4.26 spreminjanje ¢” po osi kompozitnega nosilca za razlicne vrednosti
parametra K in obteznega faktorja A le na levi polovici kompozitnega kontinuirnega nosilca.
Kot vidimo s slike 4.26, ima togost stika velik vpliv na potek normalne komponente linijske kon-
taktne obtezbe. Pri podajnem stiku se ¢¥ koncentrira na sredini obeh razponov kontinuirnega
kompozitnega nosilca. V tem primeru opazimo, da se q,’; spreminja po osi nosilca podobno, kot se
spreminja v primeru prostolezecega nosilca, obremenjenega z enakomerno linijsko pre¢no obtezbo
(glej prvi ra¢unski primer). Za nosilec s togostjo stika K = 0.01 kN/cm? se pri doloéenem nivoju
obtezbe v blizini podpor pojavijo tudi natezne oziroma negativne vrednosti za ¢%. Z vecanjem
togosti stika se natezne vrednosti za qg pojavijo samo §e na mestu zunanjih podpor kompozit-
nega kontinuirnega nosilca. Za nosilec s togostjo stika K = 50kN/cm? pa opazimo le §e tlaéne
vrednosti normalne komponente linijske kontaktne obtezbe qfib. Pri visokih nivojih obtezbe in
togih stikih kompozitnega nosilca pa opazimo koncentracijo ¢¥ tudi na mestu srednje podpore.
Tako vrednosti za qg v tocki B celo presezejo vrednosti za qg na sredini obeh razponov, kar
je razvidno s slik 4.26(c) in 4.26(d). Opazimo tudi, da so vrednosti za ¢¥ bistveno vecje pri
kompozitnih nosilcih z bolj togimi stiki. Tako je pri nivoju obtezbe A = 30 in togosti stika
K = 50kN/cm? vrednost normalne komponente linijske kontaktne obtezbe qz’B priblizno za
faktor 7 vecja, kot je primerljiva vrednost za qz, p bri nosilcu s togostjo stika K = 1kN/ cm?.
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Slika 4.26: Vpliv togosti stika in nivoja obtezbe na potek normalne komponente linijske kontaktne
obtezbe qg vzdolz stika kompozitnega kontinuirnega nosilca. Enota za K je kN/ cm2,
nosilec smo analizirali z desetimi konénimi elementi tipa F5_4.

Vpliv razmerja med vztrajnostnima momentoma zgornjega in spodnjega podprereza
na obnasanje kompozitnega kontinuirnega nosilca

Na koncu racunskega primera analiziramo, kako spreminjanje razmerja med vztrajnostnima mo-
mentoma sloja a in sloja b kompozitnega nosilca vpliva na obnasanje kompozitnega kontinuirnega
nosilca. Pri tem ohranimo nac¢in podpiranja, obtezbo ter skupno viSino precnega prereza kom-
pozitnega nosilca, ki je 36 cm. Parametri¢éno analizo izdelamo za kompozitni nosilec s togostjo
stika K = 1 kN/cm? in na nivoju obtezbe A = 5. Obtezni faktor A = 5 smo izbrali tako, da je
vpliv geometrijske nelinearnosti na obnasanje kompozitnega kontinuirnega nosilca pomemben.
Ker smo pri analizi ohranjali pre¢ni prerez kompozitnega nosilca, smo spreminjanje razmerja
med vztrajnostnima momentoma sloja a in b kompozitnega nosilca zagotovili samo s spremin-
janjem lege stika. Tako smo za razmerje vztrajnostnih momentov izbrali vrednosti r = I, /I,
=1/10,1/7.5,1/5,1/2.5,1,2.5,5,7.5 ter 10. Vpliv razmerja vztrajnostnih momentov zgornjega
in spodnjega sloja kompozitnega kontinuirnega nosilca na potek normalne komponente lini-
jske kontaktne obtezbe ¢¥, zamika A in stati¢nih koli¢in zgornjega sloja kompozitnega nosilca,
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t.j. osnih sil A%, precnih sil Qg ter upogibnih momentov Mg, prikazujemo na slikah 4.27 do
4.31. Tudi tokrat potek obravnavanih koli¢in prikazujemo le na levi polovici kompozitnega kon-
tinuirnega nosilca. Pri tem se zavedamo, da so na desni polovici kompozitnega kontinuirnega
nosilca qz, N?in ./\/lg simetri¢ni, A% in Q’C’ pa antisimetri¢ni. 7Z numeri¢nim eksperimentiranjem
smo ugotovili, da dosezemo zadostno natancnost rezultatov ze s §tirimi konénimi elementi tipa
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Slika 4.27: Vpliv razmerja vztrajnostnih momentov zgornjega in spodnjega sloja kompozitnega

nosilca na potek qg vzdolz stika kompozitnega kontinuirnega nosilca (K = 1kN/cm?,

A = b, nosilec smo analizirali s §tirimi konénimi elementi tipa F5_4).

Za vse obravnavane kolicine kompozitnega nosilca so rezultati parametri¢ne analize pricakovani.
Za ¢ ugotovimo, da se za koli¢nike r < 1 vrednosti za ¢ spreminjajo minimalno, medtem ko
se g2 s povecevanjem koli¢nika r preko 1 spreminja bistveno bolj izrazito (slika 4.27).
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Slika 4.28: Vpliv razmerja vztrajnostnih momentov zgornjega in spodnjega sloja kompozitnega

nosilca na potek A? vzdolZ stika kompozitnega kontinuirnega nosilca (K = 1 kN/ch,

A = b, nosilec smo analizirali s §tirimi konénimi elementi tipa E5_4).

Na slikah 4.28 in 4.29 vidimo, da ima spreminjanje koli¢nika r minimalen vpliv na potek zamika

A® vzdolz stika in osne sile A’ po osi kompozitnega nosilca.



70  Ralunski primeri

10°
i = r=1/10 .
. r=1/75
— 0 = r=1/5
Z & r=1/2.5
< | --r=1 )
= 0t 1
210°F e 1
0 025 05 0.75 1 0 025 05 0.75 1

x/L x/L

Slika 4.29: Vpliv razmerja vztrajnostnih momentov zgornjega in spodnjega sloja kompozitnega
nosilca na potek N po osi kompozitnega kontinuirnega nosilca (K =1kN/ em?, A\ =5,
nosilec smo analizirali s §tirimi konénimi elementi tipa E5_4).

Na slikah 4.30 in 4.31 prikazemo Se spreminjanje prec¢nih sil Qg in upogibnih momentov ./\/lg
zgornjega sloja kompozitnega nosilca zaradi spreminjanja koli¢nika r. To je nekoliko izrazitejse,
toda Se vedno skladno s pricakovanji: vecji kot je vztrajnostni moment sloja kompozitnega
nosilca, vecje so njegove obremenitve in obratno. Tako vrednosti za Qg in M(C’ v absolutnem
smislu z manjSanjem razmerja r padajo, s povetevanjem razmerja r pa naraScajo in sicer po
celotni osi kompozitnega kontinuirnega nosilca.
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Slika 4.30: Vpliv razmerja vztrajnostnih momentov zgornjega in spodnjega sloja kompozitnega
nosilca na potek Qg po osi kompozitnega kontinuirnega nosilca (K = 1 kN/ch, A=5,
nosilec smo analizirali s §tirimi konénimi elementi tipa F5_4).

Deformiranih leg kompozitnega nosilca pri razliécnih koliénikih r ne prikazujemo, ker se deformi-
rane lege kompozitnega kontinuirnega nosilca z razmerjem vztrajnostnih momentov r = 1/m
prakti¢no povsem enake deformiranim legam kompozitnega kontinuirnega nosilca z razmerjem
vztrajnostnih momentov r =m (m = 1, 2.5, 5, 10).
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Slika 4.31: Vpliv razmerja vztrajnostnih momentov zgornjega in spodnjega sloja kompozitnega
nosilca na potek M’C’ po osi kompozitnega kontinuirnega nosilca (K = 1kN/ cm?, \ =
9, nosilec smo analizirali s $tirimi konc¢nimi elementi tipa F5_4).

4.4 STABILNOSTNA ANALIZA CENTRICNO TLACENIH KOMPOZITNIH
NOSILCEV

Izguba stabilnosti sestavnih elementov konstrukcije ali konstrukcije kot celote je dokaj pogost
pojav v gradbeni praksi. Znagilni tovrstni primeri so uklon tlacenega stebra, zozitev natezne pal-
ice, lokalno izbocenje tlacenih delov upogibnih nosilcev ter strizne lokalizacije. V tem racunskem
primeru analiziramo natanc¢nost predstavljenih deformacijskih konénih elementov za nelinearno
analizo kompozitnih nosilcev z upoStevanjem zdrsa med sloji za dolocitev uklonskih sil centri¢no
tlacenih kompozitnih nosilcev. Natancnost izracunane uklonske sile dvoslojnih kompozitnih
nosilcev analiziramo s tremi primeri: (a) s prostoleze¢im nosilcem, (b) z enostransko vpetim
nosilcem in (c¢) s kontinuirnim nosilcem. V vseh treh primerih smo oba sloja kompozitnih nosil-
cev modelirali 7z linearno elasti¢nim konstitucijskim zakonom, stik med slojema pa z linearnim
zakonom stika. Geometrijski in materialni podatki ter podatki o nacinu podpiranja in legi
obtezbe za vse tri obravnavane dvoslojne kompozitne nosilce so prikazani na sliki 4.32.

V vseh primerih smo kot kriterij za doloc¢itev uklonske sile nosilcev uporabili enac¢bo det K1 = 0.
Uklonsko silo pa smo izracunali z metodo bisekcije.

Da bi bili nasi rezultati primerljivi z rezultati, dobljenimi v skladu z Evropskim standardom
za lesene konstukcije EC 5 [31], izberemo v vseh treh primerih za oba sloja kompozitnega
nosilca model lesa, ki je po EC 5 [31] klasificiran v razred kvalitete C30. Za stabilnostno
kontrolo uklona standard priporoc¢a uporabo elasticnega modula s 5°/, fraktilo FEy g5, torej
E® = E* = 800 kN /cm?.

Analiza natanénosti izra¢unanih uklonskih sil

V preglednici 4.2 prikazujemo, kako §tevilo konénih elementov tipa Es 4 vpliva na natanénost
izracunane uklonske sile dvoslojnega prostolezecega nosilca. Za mero natancnosti izracunane
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uklonske sile P.. uporabimo absolutno vrednost relativne napake €, ki jo definiramo kot:

n KE 4 KE
PRKE_p

€(Py) = ‘ pi KEcr 1000 [°/o0]-
cr
(a) Prost(‘)llezem nosilec sloj 'b
] 7 P=\P g X
A j %; B Prerez I-I:
I sloj 'a' 20cm
<Z7 L =500cm L’( F—
2, A
uY 10cm
(b) Enostransko vpeti nosilec sloj 'b' YA 10cm
4 / P= 7\.? M ‘ z, 7
N \‘\ —%> B EZ = 800 kN/cm®
L so0em i E” = 800 kN/cn?®
2,7
(c) Kontl‘rllulrm nosilec sloj 'b'
AR } N ¢
I B sloj 'a'
P L, 1‘ L,=500cm ——
2,

Slika 4.32: Geometrijski in materialni podatki ter podatki o nainu podpiranja in legi obtezbe za:
(a) prostolezeci nosilec, (b) enostransko vpeti nosilec in (¢) kontinuirni nosilec.

Preglednica 4.2: Vpliv §tevila konénih elementov tipa Fs_4 na izra¢unano uklonsko silo P, dvo-
slojnega prostolezecega kompozitnega nosilca za razli¢ne togosti stika.

Per[kN]
K [kN/cm? en KE Es_4  €]°/o0] dva KE Es_4  €[°/00] stirje KE E5_4
0 105.00 2.85 105.50 1.90 105.30
1 215.62 7.23 217.11 0.37 217.19
10 353.12 7.03 355.24 1.07 355.62

1000 410.93 3.88 412.56 0.07 412.53
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Rezultati v preglednici 4.2 dokazujejo veliko natancnost deformacijskega koncénega elementa
tipa E5_4 za dolocitev uklonske sile prostolezecega nosilca. Ze z dvema kon¢nima elementoma
je relativna napaka za dolocitev P, neglede na togost stika manjsa od 2°/,,.

V nadaljevanju analiziramo natancnost izracunane uklonske sile P, prostolezecega kompozitnega
nosilca s primerjavo s ‘to¢nimi’ resitvami, ki jih podajajo Girhammar in sodelavci [41]. Toda
tudi sedaj moramo opozoriti na razliko med njihovim in na§im modelom kompozitnega nosilca.
Girhammar in sodelavci [41] so nosilce modelirali z modificirano teorijo drugega reda in v ra¢unu
zanemarili membransko deformiranje nosilca. V nasi teoriji kompozitnih nosilcev pa kompozitne
nosilce modeliramo z geometrijsko tocno teorijo ravninskih nosilcev, v ra¢unu pa upoStevamo
tako membransko kot tudi upogibno deformiranje kompozitnih nosilcev. Primerjavo rezultatov
za uklonsko silo prostolezecega kompozitnega nosilca med ‘tocnimi’ in numeri¢nimi resitvami
za razliéne togosti stika prikazujemo na sliki 4.33. Kot vidimo na sliki 4.33, se rezultati kjub
razlicnim teorijam odli¢no ujemajo.
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Slika 4.33: Vpliv togosti stika na velikost uklonske sile P, prostolezecega kompozitnega nosilca.
Primerjava med numeri¢nimi rezultati (4 KE tipa E5_4), toénimi rezultati [41] in rezul-
tati po EC 5 [31].

Do minimalnih odstopanj prihaja le pri nosilcih s podajnej$imi stiki. Kot primer navedimo, da je
za togost stika K = 1kN/cm? uklonska sila P, ki smo jo izra¢unali s §tirimi konénimi elementi
tipa Fs_4, za priblizno 20°/, vecja, kot je uklonska sila po Girhammarju [41]. Z vecanjem
togosti stika se na$i rezultati ter rezultati Girhammarja prakti¢no povsem ujamejo.

Prav tako primerjamo tudi numeri¢ne rezultate za uklonsko silo P, prostolezetega nosilca z
rezultati, ki jih izra¢unamo skladno z Evropskim standardom za lesene konstrukcije EC 5 [31].
Tudi to primerjavo prikazujemo na sliki 4.33. Vidimo, da so vrednosti za uklonske sile po EC
5 [31] bistveno manjse, kot smo jih izracunali s §tirimi elementi tipa F5_4. Pri podajnih stikih
je P tudi do 45°/, manj$a od izracunane ukonske sile. Z vecanjem togosti stika se razlike
ustalijo pri napaki 15°/, —20°/,. To dokazuje, da je racunski postopek za dolo¢itev uklonskih
sil skladno s standardom EC 5 [31] zelo konservativen. Toda zavedati se moramo, da z racunom
uklonske sile po EC5 [31] upostevamo tudi precejSen raztros trdnostnih karakteristik materiala
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lesenih elementov, kot tudi vplive geometrijskih imperfekcij izvedenih konstrukcij. Teh vplivov
v predstavljenem numeri¢nem postopku ne upostevamo.

Natancnost deformacijskih konénih elementov za dolo¢itev uklonskih sil kompozitnih nosilcev
analiziramo tudi pri enostransko vpetem dvoslojnem kompozitnem nosilcu. Natanénost razvitih
konénih elementov analiziramo s primerjavo med numeri¢nimi in toénimi re§itvami po Girham-
marju [41]. Primerjavo izra¢unanih uklonskih sil v odvisnosti od togosti stika prikazujemo na
sliki 4.34. Podobno kot v primeru prostolezec¢ega nosilca tudi tu opazimo minimalna odstopanja
med numeriénimi in toénimi resitvami po Girhammarju [41].

800
g 600 -
a®
E “f
‘@ 400 /
E = 4KEE,,
4 -a~ Girhammar [41]
i) . e EC5[31],L,=0.7L
% 200 o EC5[31],L,=0.8L i
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Slika 4.34: Vpliv togosti stika na velikost uklonske sile P, enostransko vpetega kompozitnega
nosilca. Primerjava med numeri¢nimi rezultati (4 KE tipa F5_4), toénimi rezultati
[41] in rezultati po EC 5 [31].

Na sliki 4.34 prikazujemo tudi po standardu EC 5 [31]. Ker EC 5 [31] za obravnavani kompozitni
nosilec ne podaja ekplicitnih izrazov za uklonsko silo, le to izracunamo s pomocjo izrazov, ki jih
EC 5 [31] podaja za kontinuirne nosilce. V tem primeru standard priporoca enake izraze, kot
za prostolezece nosilce, le da namesto dolzine referen¢nega razpona L v enacbah upoStevamo
vrednost 0.8 L, ki predstavlja konzervativno oceno uklonske dolzine nosilca L. Ker je enostransko
vpeti nosilec podoben kontinuirnemu nosilcu preko dveh polj s kratkim levim poljem, lahko
izracunamo uklonsko silo obravnavanega nosilca z izrazi, ki jih priporo¢a EC 5 za kontinuirne
nosilce. Iz literature je dobro znano, da je uklonska dolzina homogenega nosilca 0.7L. Zato na
sliki 4.34 prikazemo soodvisnost uklonske sile P, in togosti stika K po EC 5 [31] za obe uklonski
dolzini, torej za Ly = 0.7L in 0.8L. Izracunane vrednosti uklonskih sil P, po standardu EC 5
[31] se neglede na izbiro uklonske dolzine L, = 0.7L ali 0.8L izkazejo kot zelo konservativne.
Za uklonsko dolzino Ly = 0.7L in za podajen stik so vrednosti za P, po EC 5 [31] za priblizno
10°/, nizje, kot so ‘tocne’ uklonske sile. Pri vi§jih vrednostih parametra K se ta razlika ustali
pri 30°/,. Z uporabo konservative uklonske dolzine, t.j. L, = 0.8L, se pri podajnih stikih
razlike povecajo na 40°/,, pri togih stikih pa kar na 60°/,. Vzroke za odstopanja uklonskih sil
po EC5 [31] smo opisali Ze pri analizi prostolezetega nosilca, vsekakor pa tako velika odstopanja
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gotovo zahtevajo analizo ustreznosti ra¢unskih postopkov za doloé¢itev uklonskih sil kontinuirnih
nosilcev, kot jih priporoca standard EC 5 [31].

Uklonske sile kompozitnih nosilcev s povsem togimi ali s povsem podajnimi stiki lahko primer-
jamo z uklonskimi silami nosilcev s homogenimi prerezi. Tocne izraze za uklonske sile nosilcev
s homogenimi prerezi povzamemo po literaturi [36]. Z numeri¢nim eksperimentiranjem smo
ugotovili, da ustreza togemu stiku med slojema kompozitnega nosilca vrednost parametra stika
K = 10°kN/cm?. Primerjavo uklonskih sil prostolezeéega kompozitnega nosilca za podajen in
zelo tog stik prikazuje preglednica 4.3. V preglednici 4.3 primerjamo rezultate za P, ki jih
izratunamo s §tirimi konénimi elementi tipa Fs5_4, izraze po Girhammarju [41] in izraze po EC 5
[31] s totno uklonsko silo za kompozitni nosilec z ustreznim homogenim pre¢nim prerezom [36].

Preglednica 4.3: Primerjava uklonskih sil P, prostolezefega kompozitnega nosilca za podajen in
zelo tog (K = 10°kN/cm?) stik.

podajen stik tog stik (K=10°kN/cm?)

PP Bs=a [kN] 105.30 421.62
Girhammar [41] N 105.27 421.09
PEO B kN 99.04 366.54
phuler [36] 1kN] 105.31 421.66

Preglednica 4.3 dokazuje, da z uporabo stirih koncnih elementov tipa F5_4 izracunamo uklon-
sko silo P, prostolezecega kompozitnega nosilca zelo natanéno. Napaka je za podajen in tog
stik samo 0.095° /5. Kot vemo, Girhammar [41] v analizi zanemari membransko deformiranje
kompozitnega nosilca, toda kjub temu je napaka izracunane uklonske sile minimalna. Kot smo
7ze ugotovili, standard EC 5 [31] precej podceni vrednost uklonske sile P, prostolezecega kom-
pozitnega nosilca.

V preglednici 4.4 prikazujemo tudi primerjavo uklonskih sil enostransko vpetega nosilca za po-
dajen in zelo tog stik. V tej preglednici primerjamo uklonske sile, ki jih izra¢unamo s §tirimi
kon¢nimi elementi tipa Es_4, 7z izrazi po Girhammarju [41] in z izrazi po EC 5 [31] s to¢no
uklonsko silo za kompozitne nosilce z ustreznim homogenim preé¢nim prerezom [36]. Tudi za
uklonske sile enostransko vpetega kompozitnega nosilca s podajnim ali z zelo togim stikom vel-
jajo podobne ugotovitve kot za prostolezeci nosilec. Uklonska sila P, , ki smo jo izracunali s
Stirimi kon¢nimi elementi tipa F5_4, presega v primeru podajnega stika tocno vrednost le za
0.2°/5.. V primeru togega stika je to odstopanje Se manjse, in sicer je samo 0.15° /... Odstopanja
izratunanih uklonskih sil po Girhammarju [41] so nekoliko veé¢ja in sicer 3 — 5°/,,. Podobno
kot pri prostolezecem kompozitnem nosilcu tudi v primeru enostransko vpetega kompozitnega
nosilca s podajnim oziroma togim stikom EC 5 [31] podceni uklonsko silo.
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Preglednica 4.4: Primerjava uklonske sile P, enostransko vpetega kompozitnega nosilca za podajen
in zelo tog (K = 10°kN/cm?) stik.

podajen stik tog stik (K=10°kN/cm?)

I 215.55 863.67

pSirmammar [41] 214.85 859.35

PR B [kN] (L, = 0.7L) 196.95 645.38
PE BU kN] (L, = 0.8L) 152.32 533.83
pauter 361 1N 215.51 863.80

Analiza vpliva razmerja dolzin razponov kompozitnega kontinuirnega nosilca na ve-
likost uklonske sile P,

Na koncu tega racunskega primera si oglejmo Se, kako vpliva razmerje razponov kompozitnega
kontinuirnega nosilca (slika 4.32c) na velikost njegove uklonske sile P;. Dolzine desnega polja,
ki je Ly = 500 cm, med analizo nismo spreminjali, spreminjali pa smo dolzino prvega polja L,
in sicer od 5cm, kar predstavlja le stotinko razpona drugega polja Ly, do dvakratne dolzine
drugega polja, torej do L; = 1000 cm. Parametri¢no analizo vpliva razmerja razponov L; in
Lo smo izdelali za razlicne vrednosti parametra stika K. Rezulate uklonskih sil kompozitnega
kontinuirnega nosilca, ki smo jih izracunali s §tirimi konénimi elementi tipa F5_4, prikazujemo
na slikah 4.35 in 4.36.

(a) K=0.001 b K=1
250 | 350
200 300
250
— 150 —
200
& £

& 100 & 150

100

50
50

Slika 4.35: Analiza vpliva dolzine polja L; na vrednost uklonske sile P.. kompozitnega kon-
tinuirnega nosilca za razliéne togosti stika: (a) K = 0.001 kN/cm?, (b) K = 1 kN/cm?.
Nosilec smo analizirali s Stirimi konénimi elementi tipa Fs_4.
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Poleg krivulje, ki ponazarja odvisnost razmerja L /Lo in pripadajoce uklonske sile P, prikazu-
jemo tudi vrednost uklonske sile P, enostransko vpetega in prostolezecega kompozitnega nosilca.
Pri tem predpostavimo, da je P, enostransko vpetega nosilca primerljiva z vrednostjo P, kon-
tinuirnega nosilca z zelo kratkim levim poljem. Na slikah 4.35 in 4.36 vidimo, da se, neglede
na izbrano togost stika, kompozitni kontinuirni nosilec z levim poljem dolzine 5 cm obnasa zelo
podobno kot enostransko vpet kompozitni nosilec. V primeru enakih razponov kompozitnega
kontinurnega nosilca pricakujemo, da bo vrednost uklonske sile P, enaka uklonski sili pro-
stolezecega kompozitnega nosilca. Izkaze se, da to velja le za kompozitne nosilce z doloceno
togostjo stika. Za povsem podajen ali izjemno tog stik (K = 10° kN/cm?) je uklonska sila kon-
tinuirnega kompozitnega nosilca z enakima razponoma zelo podobna uklonski sili pro-
stolezeega nosilca. Za vrednost parametra stika K = 1kN/cm? je uklonska sila tega kon-
tinuirnega nosilca priblizno za 10°/, manjsa, kot je uklonska sila kompozitnega prostolezecega
nosilca. S povecevanjem togosti stika ta razlika pada, tako je za K = 4kN/cm? enaka 4°/,, za
K = 10kN/cm? pa le e 1.5°/,. Ne glede na togost stika pa se uklonska sila P.. kompozitnega
kontinuirnega nosilca manjsa z vetanjem razmerja Lq/Lo. Za razmerja L1/Ls vecja od 1, na
velikost uklonske sile bistveno vpliva daljse, levo polje z razponom L;. Z dodatnim povecanjem
razmerja Ly /Ly bi stati¢ni sistem postajal vse bolj podoben enostransko vpetemu kompozitnemu
nosilcu z vpeto desno podporo.

(a) K=10 (b) K=10°
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600 LP=59613kN | P=863.67kN . 1
- 800 AN
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5 r ‘ 5 —Pcr
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L,/L,

Slika 4.36: Analiza vpliva dolzine polja L; na vrednost uklonske sile P.. kompozitnega kon-
tinuirnega nosilca za razliéne togosti stika: (a) K = 10 kN/cm?, (b) K = 10% kN/cm?.
Nosilec smo analizirali s Stirimi konénimi elementi tipa E5_ 4.

4.5 EKSPERIMENTALNA IN NUMERICNA ANALIZA LESENIH
KOMPOZITNIH NOSILCEV

V sklopu diplomske naloge [15] smo opravili ve¢ ekperimentalnih preiskav lesenih prostolezecih
dvoslojnih kompozitnih nosilcev. Nagcin podpiranja kompozitnih nosilcev ter njihovo obremen-
jevanje je bilo za vse nosilce enako, kot smo ga predstavili v drugemu ra¢unskemu primeru: obe
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talni pomik krajis¢ prostolezecega nosilca v njegovi ravnini, kompozitni nosilec obremenjujemo
s tockovno obtezbo hidravlicnega bata na srednini razpona vse do porusitve. V diplomski nalogi
[15] smo analizirali vpliv togosti povezave med slojema na obnaSanje lesenih dvoslojnih kom-
pozitnih nosilcev. V ta namen smo izdelali ve¢ lesenih kompozitnih nosilcev, pri tem pa smo
spreminjali razporeditev veznih sredstev (standardni zeblji 4/100) vzdolz stika slojev. Ekspe-
rimentalno dobljene rezultate smo v sklopu diplomske naloge [15] primerjali z rezultati, ki smo
jih izrac¢unali z ustrezno prirejenim rac¢unalniskim programom [9].

V sklopu tega racunskega primera bomo ponovno primerjali eksperimentalno dobljene rezultate
na nosilcih z oznakami N6/1, N6/2, N9/1 ter N9/2 z rezultati v tej disertaciji predstavljenega
racunskega postopka za nelinearno analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slo-
jema. Geometrijske podatke preiskanih lesenih kompozitnih nosilcev, razporeditev veznih sred-
stev vzdolz stika slojev ter obtezbo omenjenih nosilcev prikazuje slika 4.37. V vseh analiziranih
kompozitnih nosilcih so vzdolZ osi nosilca Zeblji razporejeni v dve vzporedni vrsti. Pri nosilcih z
oznakama N6/1 in N6/2 je razmak med Zeblji po osi nosilca enakomeren in je 6 cm, podobno pa
velja tudi za nosilca z oznakama N9/1 in N9/2, kjer so zeblji enakomerno razporejeni na razdalji

9 cm.
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Slika 4.37: Geometrijski podatki, razporeditev veznih sredstev po osi preiskanih lesenih kompozit-
nih nosilcev ter na¢in podpiranja in oblika obtezbe: (a) za nosilca z oznakama N6/1 in
N6/2, (b) za nosilca z oznakama N9/1 in N9/2.

Med preiskavo smo kontrolirano povecevali velikost obtezbe, pri tem pa smo na ve¢ mestih
merili vertikalne pomike, zamike vzdolz stika slojev ter specificne spremembe dolzin izbranih
materialnih vlaken kompozitnega nosilca. Vse meritve smo izvedli z naslednjo merilno opremo:
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e deset merilcev pomikov (konjickov) s hodom +5 mm, s katerimi smo merili zamike na stiku
slojev (D1-D10),

e Stirje induktivni merilci pomikov z merilnim obmoé¢jem +100 mm in resolucijo 0.01 mm, s
katerimi smo prav tako merili zamike na stiku (IH1-TH4),

e deset merilnih uric z resolucijo 1/100 mm, s katerimi smo merili odpiranje oziroma zapi-
ranje stika (U1-U10),

e trije induktivni merilci pomikov z merilnim obmo¢jem +£100 mm in resolucijo 0.01 mm, s
katerimi smo merili vertikalne pomike kompozitnega nosilca (IV1-IV3) in

e osem merilnih listicev dolzine 6 mm, s katerimi smo na sredini razpona merili specificne
deformacije na zgornjem in spodnjem robu obeh slojev kompozitnega nosilca.

Odcitavanje in registracija vseh rezultatov je potekala v povezavi z osebnim ra¢unalnikom in s
pomocjo sto kanalnega merilnega sistema Hottinger UPH 3200. Razporeditev merilne opreme
na preiskanih lesenih kompozitnih nosilcih prikazujejo slike 4.38, 4.51 in 4.52.
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Slika 4.38: Razporeditev merilne opreme na preiskanih lesenih kompozitnih nosilcih: (a) sprednja
stran nosilcev, (b) zadnja stran nosilcev.

V okviru ekperimentalnih raziskav smo opravili tudi spremljajoce preiskave konstitutivne zveze
stika oziroma zveze med tangencialno komponento linijske kontaktne obtezbe in zamikom na
stiku slojev kompozitnega nosilca. Meritve so pokazale, da je ta zveza nelinearna. Izvedba
meritev konstitucijskega zakona stika ter obdelava rezultatov je podrobno predstavljena v [15].
Konstitucijsko zvezo stika smo dolo¢ili s povprecenjem vseh meritev. Razporeditev veznih sred-
stev v preizkuSancih je bila podobna razporeditvi veznih sredstev v preiskanih kompozitnih nosil-
cih. Na sliki 4.39(a) prikazujemo prirejeno konstitucijsko zvezo stika za primer preizkusancev,
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kjer so zeblji razporejeni v eno vrsto na medsebojni razdalji 1 cm. Tak$na razporeditev zebljev
je zgolj hipoteticna, saj bi povzrocila cepljenje lesa in s tem poslabsanje togostnih karakteristik
stika.
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Slika 4.39: Konstitucijska zakona: (a) stika za en Zebelj; pri tem so Zeblji po osi nosilca razporejeni
v eno vrsto na medsebojni razdalji 1cm in (b) za les.

V nadaljevanju smo z eksperimenti dolo¢ili tudi konstitucijski zakon lesa. Kot navaja Steiger
s sodelavci [84], je postopek natezne preiskave lesa izjemno zahteven in zahteva ustrezno izde-
lano preizkusevalno opremo. Natezno preiskavo lesa smo opravili na posebej izdelanih vzorcih,
vendar kljub dobri preizkusevalni opremi dobljeni rezultati niso bili sprejemljivi. Konstitucijski
zakon lesa v tlaku smo izmerili na treh lesenih prizmah. Izkaze se, da se vrednost izmerjenega
elasticnega modula v tlaku, ki je v povpredju znasala 1150 kN/cm?, kar precej razlikuje od
elasticnega modula lesa, uporabljenega v preiskanih nosilcih. Tako smo se glede konstituci-
jskega zakona lesa oprli na rezultate preiskav, podanih v [27] in [84]. Poleg tega smo na podlagi
izmerjenih obtezno-deformacijskih krivulj verikalnih pomikov kompozitnih nosilcev ocenili modul
elasti¢nosti lesa v nategu in tlaku.

Oblika konstitucijskega zakona lesa, ki smo ga uporabili v numeric¢ni analizi, je prikazana na sliki
4.39(b). V skladu s priporo¢ili [27] in [84] ter na osnovi primerjave numeri¢nih in eksperimental-
nih rezultatov smo za karakteristi¢ne vrednosti specifiénih deformacij izbrali naslednje vrednosti:
Diy = 3.2° /60, Dty = 10°/00, Dey = 3.5°/00, Doy = 10.3°/o6. Poleg tega smo ocenili elasti¢ne
module lesa za posamezne kompozitne nosilce in sicer: E; = E. = 1150kN/cm? za N6/1,
E; = E. = 850kN/cm? za N6/2, E; = E. = 1000kN/cm? za N9/1 in E; = E. = 1050kN/cm? za
N9/2. Za elasti¢ni modul utrjevanja v tlaku smo privzeli Eg, = 0.1E,, v nategu pa Ey, = 0.05F;.

Uporabljeni racunski model kompozitnih nosilcev, ki ga prikazujemo na sliki 4.40, je povsem
identi¢en ratunskemu modelu, ki smo ga predstavili v drugem rac¢unskem primeru (slika 4.12).
Ker analiziramo le polovico kompozitnega nosilca, je kompozitni nosilec obtezen samo s poloviéno

obtezbo, t.j. P = 0.5kN.

Glede na izmerjene vertikalne pomike ob porusitvi lesenih kompozitnih nosilcev, ki niso presegali
1/40 razpona, smo predpostavili oziroma sklepali, da geometrijsko nelinearna teorija kompozit-
nih nosilcev nima velikega vpliva na napetostno in deformacijsko stanje obravnavanih nosilcev.
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Slika 4.40: Racunski model za numeri¢no analizo lesenih kompozitnih nosilcev. Nosilce analiziramo
s petimi konénimi elementi tipa F5_4.

To v nadaljevanju z numeri¢nim eksperimentom tudi potrdimo. Glede na najvecjo porusno
obtezbo P,us nosilcev, ki je bila 43.62kN in smo jo izmerili pri nosilcu z oznako N6/1, smo
vpliv geometrijske nelinearnosti analizirali pri tem nosilcu. Rezultate znacilnih koli¢in, ki jih
prikazujemo v preglednici 4.5, smo primerjali pri dveh nivojih obtezbe: A = 25 in A = 50. Pri
tem smo smiselno uporabili nelinearen zakon stika, kot je prikazan na sliki 4.39(a), ter linearno
elasti¢en material obeh slojev z modulom elasti¢nosti 1150 kN /cm?. Rezultati v preglednici 4.5,
ki so izvrednoteni glede na referenéno os kompozitnega nosilca, dokazujejo, da geometrijsko
nelinearna teorija kompozitnih nosilcev za obravnavane dvoslojne lesene nosilce nima velikega
vpliva na njihovo obnasanje vse do porusitve.

Preglednica 4.5: Primerjava znagcilnih koli¢in lesenega kompozitnega nosilca. Primerjamo rezultate,
ki jih izra¢unamo z geometrijsko linearno oziroma z geometrijsko nelinearno teorijo
kompozitnih nosilcev.

A=25 A =50

koli¢ina GLT! GNT?  GNT/GLT GLT! GNT?  GNT/GLT

we [em] 2.5857  2.5760 0.9962 5.7496  5.6970 0.9908

NETKN] 40.852  40.896 1.0011 55.715  55.658 0.9989

NEKN] —40.852 —40.828  0.9994 —55.715 —55.444  0.9951
M kNm] 15.885  15.859 0.9983 32.313 32181 0.9959
M? o[kNm] 1.6147  1.6147 1.0000 2.6872  2.6859 0.9995

A% [mm] 1.9141  1.9048 0.9951 4.8881  4.8379 0.9897

1  geometrijsko linearna teorija
2 geometrijsko nelinearna teorija

Glede na razpolozljive eksperimentalne rezultate bomo v tem racunskem primeru analizirali
natanc¢nost predstavljenega racunskega postopka za analizo kompozitnih nosilcev in sicer s
primerjavo med izmerjenimi in izracunanimi rezultati vertikalnih pomikov in zamikov med slo-
jema kompozitnega nosilca vse do porusitve.
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Primerjava med izmerjenimi in izracunanimi vertikalnimi pomiki

Na slikah 4.41, 4.42, 4.43 in 4.44 prikazujemo primerjavo med izmerjenimi in izracunanimi
obtezno-deformacijskimi krivuljami vertikalnega pomika sredine nosilca w¢ za vse §tiri ana-
lizirane lesene kompozitne nosilce. Na vseh slikah dodatno prikazujemo tudi obtezno-deformacij-
ske krivulje, ki smo jih izracunali z uporabo nelinearnega konstitucijskega zakona stika in li-
nearnih konstitucijskih zvez materiala slojev.
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Slika 4.41: Tzmerjena in izra¢unana obtezno-deformacijska krivulja vertikalnega pomika wg za
nosilec N6/1. Nosilec smo analizirali s petimi elementi tipa F5_4.
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Slika 4.42: Tzmerjena in izracunana obtezno-deformacijska krivulja vertikalnega pomika we za
nosilec N6/2. Nosilec smo analizirali s petimi elementi tipa E5_4.
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Slika 4.43: Izmerjena in izracunana obtezno-deformacijska krivulja vertikalnega pomika we za
nosilec N9/1. Nosilec smo analizirali s petimi elementi tipa F5_4.
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Slika 4.44: Tzmerjena in izracunana obtezno-deformacijska krivulja vertikalnega pomika we za
nosilec N9/2. Nosilec smo analizirali s petimi elementi tipa F5_4.

Kot vidimo na slikah 4.41, 4.42, 4.43 in 4.44, se pri nizjih nivojih obtezbe vse izmerjene in
izracunane obtezno-deformacijske krivulje odlicno ujemajo. Nad nivojem mejne obtezbe Ppg;,
ki znaSa priblizno 60 — 80°/, porusne obtezne P,,s lesenih kompozitnih nosilcev, pa opazimo
velik vpliv materialne nelinearnosti. Tako pri obtezbah nosilcev med Ppej in Py opazimo, da so
robne deformacije sloja a vecje kot Diy in Dcy. Materialna vlakna sloja b kompozitnega nosilca
so bila neglede na nivo obtezbe vzdolz celotnega nosilca v elasticnem obmoc¢ju. V numeriéni
analizi je bila pri vseh nosilcih porusitev posledica prekoracitve mejnih nateznih deformacij Dy,
na spodnjem robu sloja a pod tockovno silo. Tudi pri eksperimentih smo pri vseh nosilcih
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opazili enak nacin poruSitve. Ker nismo imeli to¢nih eksperimentalnih podatkov o obnaSanju
lesa v nategu, in ker smo bilinearno konstitucijsko zvezo lesa v nategu zgolj ocenili, smo opazili
dolo¢ena odstopanja med izracunanimi in izmerjenimi ru$nimi obtezbami P,.s in pripadajocimi
vertikalnimi pomiki sredine razpona wc ys. Izmerjene in izracunane vrednosti Prys in we rus
primerjamo v preglednici 4.6, relativno napako pa izracunamo z izrazom:

(.)eksp _ (.)num
(.)eksp

e(e) = -100[° /o).

Iz preglednice 4.6 je razvidno, da relativna napaka porusne sile P.; in pripadajocega pomika
sredine nosilca we s precej variira. Tako znasa le nekaj odstotkov pri nosilcu N6/2, pri nosilcu
N9/2 pa so odstopnja bistveno vecja.

Preglednica 4.6: Primerjava med izmerjenimi in izracunanimi porusnimi obtezbami in pri-
padajocimi pomiki na sredini lesenega kompozitnega nosilca.

nosilec  PRePIkN] PImkN]  e°/o]  w@ih[mm] wfm mm] e[°/o]
N6/1 43.62 42.09 3.51 62.34 55.56 10.87
N6/2 32.87 32.51 1.09 55.10 54.25 1.54
N9/1 31.37 35.38 12.78 50.10 56.25 12.27
N9/2 30.25 36.98 22.24 42.75 56.50 32.16

Zaradi dejstva, da je vzrok porusitve vseh lesenih kompozitnih nosilcev natezna porusitev lesnih
vlaken, in ker smo v racunski analizi uporabili ocenjen konstitucijski zakon lesa v nategu, smo
v nadaljevanju analizirali, kako razmerje karakteristicnih sprecificnih nateznih deformacij lesa
Dyy /Dy, vpliva na velikost porusne obtezbe Pys. Pri parametri¢ni analizi smo spreminjali le
vrednost mejne deformacije Dy,. Prisli smo do naslednjih zanimivih zakljuckov:

e Ce prinosilcu N6/1 privzamemo Dy, = 15°/.,, je relativna napaka porusne obtezbe €(Ppe;)
le se 2.15°/,, napaka pripadajocega pomika e(wc rus) pa je le 3.46°/;

e ce prinosilcu N9/1 privzamemo Dy, = 7.5° /o0, je relativna napaka porusne obtezbe €(Ppe;)
samo 5.08°/,, napaka pripadajocega pomika e(wc rus) pa je 3.19°/o;

e Ce pri nosilcu N9/2 privzamemo Dy, = 6°/,0, se relativni napaki bistveno zmanjsata in
sicer sta €(Pnej) = 3.53°/, ter e(we rus) = 1.75° /.

Za ilustracijo na sliki 4.45 prikazujemo izmerjene in izracunane deformirane lege vseh ana-
liziranih lesenih kompozitnih nosilcev. Pri tem smo uporabili osnovne predpostavljene kon-
stitucijske zakone materiala in stika. Na sliki 4.45 opazimo odlicno ujemanje izmerjenih in
izracunanih deformiranih leg pri vseh nivojih obtezbe. V primeru kompozitnih nosilcev N6/1
in N6/2 predstavlja obtezni faktor A = 16.92 karakteristi¢no mejno obtezbo nosilca. To smo
izracunali z izmerjenim elastiénim modulom lesa v tlaku in z enacbami, kot jih predpisuje stan-
dard za lesene konstrukcije EuroCode 5 [31]. Za parcialne varnostne faktorje materiala in obtezbe
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smo izbrali vrednost 1.0 [15]. Podobno smo za nosilca N9/1 in N9/2 izratunali mejno obtezbo
A =16.12.

(a) nosilec N6/1 (b) nosilec N6/2
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Slika 4.45: Primerjava izmerjenih in izra¢unanih deformiranih leg kompozitnih nosilcev N6/1, N6/2,
N9/1 in N9/2 za razlicne nivoje obtezbe. Nosilce smo analizirali s petimi kon¢nimi
elementi tipa F5_4.

Primerjava med izmerjenimi in izra€unanimi zamiki vzdolZ stika kompozitnih nosilcev

Kot je razvidno iz slike 4.38, smo precej ve¢ merskih mest namenili merjenju zamikov na stiku
kompozitnega nosilca kot pa meritvi vertikalnih pomikov. Na slikah 4.46, 4.47, 4.48 in 4.49
prikazujemo obtezno-deformacijske krivulje robnih zamikov A% v tocki A kompozitnih nosilcev.
Kot vidimo na slikah 4.46-4.49, smo med eksperimentom merili robne zamike A% kar na §tirih
mestih, in sicer na merskih mestih z oznakama IH1 in D1, ki sta bili v levem krajis¢u na sprednji
in zadnji strani kompozitnega nosilca in na merskih mestih z oznakama ITH2 in D2, ki sta bili v
desnem krajiscu prav tako na sprednji in zadnji strani kompozitnega nosilca. Tako imamo za
primerjavo med izracunanimi in izmerjenimi zamiki na voljo kar §tiri meritve.

Podobno kot pri analizi vertikalnih pomikov, tudi pri analizi zamikov zaradi nazornejSe primer-
jave izracunamo obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% za dva konstitucijska zakona
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lesa in sicer za linearno elasticen model in za nelinearen model lesa. Na slikah 4.46-4.49 opazimo
zelo dobro ujemanje eksperimentalnih in numeri¢nih rezultatov. Se posebej dobro je ujemanje
pri nizjih nivojih obtezb. Eksperimentalno dejstvo, da se Stiri enakovredne meritve zamikov
razlikujejo, potrjuje raztros rezultatov, ki je znacilen za lesene konstrukcije.

45 -

-.- ra¢unski model (mat.lin.)
15 - racunski model (mat.nelin.)
-o- preiskava - D1

- preiskava - [H1

= preiskava - D2

-e- preiskava - [H2

0 L L L
0 1.75 35 5.25 7
robni zamik A% [mm]

obtezni faktor A

Slika 4.46: Izmerjene in izracunane obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% lesenega
dvoslojnega nosilca N6/1. Nosilec smo analizirali s petimi konénimi elementi tipa F5_4.
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Slika 4.47: Izmerjene in izracunane obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% lesenega
dvoslojnega nosilca N6/2. Nosilec smo analizirali s petimi konénimi elementi tipa F5_4.
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Slika 4.48: Izmerjene in izracunane obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% lesenega
dvoslojnega nosilca N9/1. Nosilec smo analizirali s petimi konénimi elementi tipa E5_4.
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Slika 4.49: Izmerjene in izracunane obtezno-deformacijske krivulje robnega zamika A% lesenega
dvoslojnega nosilca N9/2. Nosilec smo analizirali s petimi konénimi elementi tipa F5_4.
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V nadaljevanju na sliki 4.50 prikazemo potek zamikov vzdolZ stika lesenih kompozitnih nosilcev
za razline nivoje obtezbe. Tudi sedaj primerjamo zamike vzdolz stika kompozitnih nosilcev
pri obteznem faktorju karakteristi¢ne mejne obtezbe (A = 16.92 za nosilca N6/1 in N6/2 ter
A = 16.12 za nosilca N9/1 in N9/2) ter pri obteznih faktorjih A = 20 in 30. Ker ima nosilec
N6/1 visjo porusno obtezno Py, kot jo imajo ostali nosilci, primerjamo zanj zamike tudi za
obtezni faktor A = 40. Zamike racunskega modela primerjamo z eksperimentalnimi, ki smo jih
izmerili z deformetri (D1-D10) in s horizontalno nameséenimi induktivnimi merilci (IH1-TH4).
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Podobno kot pri vertikalnih pomikih opazimo tudi pri zamikih zelo dobro ujemanje izmerjenih
in izracunanih zamikov pri vseh obtezbah, kar prikazemo na sliki 4.50.
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5 T T T 4 T T T
E) E)
g g
= =
= =3
< N ;
N i : h
—- preiskava - D \;~R\. -- preiskava - D \\\;'_
o preiskava - IH oM T | o preiskava - IH 0 R~
-5 1 | | \\\) _4 ) ‘ ‘ ~ —
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
x/L x/L
(c) nosilec N9/1 (d) nosilec N9/2
T T T 4 T T T
F) E
g )
N N
<1 <
4 =4
g 5
N . N 3
—- preiskava - D S -- preiskava - D \\\\
o preiskava - TH S0 | o preiskava - [H o 'Q"Qj:c
-4 1 1 -4 1 1 |
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
x/L x/L

Slika 4.50: Primerjava izmerjenih in izracunanih zamikov vzdolz stika lesenih kompozitnih nosilcev
N6/1, N6/2, N9/1 ter N9/2 za razlicne nivoje obtezbe. Nosilec smo analizirali s petimi

kon¢nimi elementi tipa E5 4.

Glede na dejstvo, da je ujemanje med izmerjenimi in izra¢unanimi kinemati¢nimi koli¢inami zelo
dobro pri vseh nivojih obtezbe, sklepamo, da je razviti racunski postopek za nelinearno analizo
kompozitnih nosilcev z uposStevanjem zdrsa med sloji primeren za analizo obnaSanja lesenih
kompozitnih nosilcev. Poudariti pa je potrebno, da imajo oblika ter pripadajoc¢i parametri
nelinearnega konstitucijskega zakona lesa pomemben vpliv na deformacijsko in napetostno stanje
lesenih kompozitnih nosilcev in na dolocitev porusne obtezbe.

Slikovni prikaz eksperimentalnega dela

Na koncu s fotografijami prikazujemo potek eksperimentalnega dela. Vse slike smo posneli med
preiskavami v Laboratoriju Fakultete za gradbeni§tvo in geodezijo Univerze v Ljubljani. Na
slikah 4.51-4.57 prikazujemo razporeditev merilne opreme na sprednji in zadnji strani preiskanih
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lesenih kompozitnih nosilcev ter deformirane lege nosilcev med preiskavo in po porusitvi. Na
slikah 4.57, 4.56 in 4.55 prikazujemo porusitve lesenih kompozitnih nosilcev, ki so posledica
prekoracditev nateznih napetosti na spodnjem robu sloja a kompozitnih nosilcev pod to¢kovno

obtezbo.

Slika 4.51: Razpored merilne opreme na sprednji strani preiskanih lesenih kompozitnih nosilcev.

Slika 4.52: Razpored merilne opreme na zadnji strani preiskanih lesenih kompozitnih nosilcev.
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Slika 4.53: Deformirana lega lesenega kompozitnega nosilca N6/1 tik pred porusitvijo.

Slika 4.54: Deformirana lega lesenega kompozitnega nosilca N6/2 tik pred porusitvijo.



Eksperimentalna in numeri¢na analiza lesenih kompozitnih nosilcev 91

Slika 4.55: Kompozitni nosilec N6/2 po porusitvi. Vidna je natezna porusitev vlaken na spodnjem
robu sloja a kompozitnega lesenega nosilca.

Slika 4.56: Kompozitni nosilec N9/1 po porusitvi. Vidna je natezna porusitev vlaken na spodnjem
robu sloja a kompozitnega lesenega nosilca.
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Slika 4.57: Kompozitni nosilec N9/2 po porusitvi. Vidna je natezna porusitev vlaken na spodnjem
robu sloja a kompozitnega lesenega nosilca.

4.6 ANALIZA NOSILNOSTI SOVPREZNIH NOSILCEV 1Z JEKLA IN BETONA

Sovprezni nosilci iz jekla in betona so zelo ucinkoviti in varéni gradbeni konstrukcijski elementi.
Z njimi uspesno uporabimo osnovno idejo kompozitnih konstrukcij, t.j. v nateznih delih pre¢nega
prereza uporabimo materiale z dobrimi nateznimi lastnostmi, v tlaénih delih pre¢nega prereza
pa materiale z dobrimi tlaénimi lastnostmi. Sovprezne konstrukcije obi¢ajno sestavljajo jekleni
nosilec, armiranobetonska plos¢a in obicajno podajna povezava med njima. Najpogosteje jih
uporabljamo za nosilne medetazne konstrukcije v stanovanjskih in poslovnih objektih, pogosto
pa tudi kot prekladne konstrukcije v mostogradnji. Nacin, kako sovprezni nosilec doseze mejno
nosilnost, je v veliki meri odvisen od mejne nosilnosti precnega prereza. Glede na dejstvo, da je
precni prerez sestavljen iz betona in jekla, je mejna nosilnost precnega prereza odvisna predvsem
od predznaka upogibnega momenta. Ce je stik med betonsko plog¢o in jeklenim nosilcem dovolj
tog, da ne pride do porusitve stika in razslojevanja slojev, dosezejo sovprezni nosilci mejno
nosilnost na dva nacina: (i) v primeru prevladujocega pozitivnega upogibnega momenta je
mejna nosilnost dosezena s tecenjem jeklenega nosilca in/ali tlaéno porusitvijo betonske plosce,
(ii) v primeru prevladujocega negativnega momenta pa je mejna nosilnost sovpreznega nosilca
najveckrat posledica lokalnega uklona oziroma boc¢ne zvrnitve jeklenega nosilca [44].

V tem racunskem primeru predstavimo ucinkovitost razvitega racunskega postopka za analizo
sovpreznih nosilcev iz jekla in betona z upoStevanjem zdrsa med sloji. Veéino pozornosti na-
menimo racunu togosti, nosilnosti in duktilnosti sovpreznih nosilcev. Poudarek je prevsem na
analizi nosilnosti sovpreznih nosilcev in sicer za primere, da je ta dosezena kot mejna nosilnost
prec¢nega prereza. Mejne nosilnosti sovpreznih nosilcev, ki so posledica lokalnega uklona oziroma
bocne zvrnitve jeklenega nosilca, z razvitim ra¢unskim modelom §e ne moremo analizirati, zato
niso predmet analize.



Analiza nosilnosti sovpreZnih nosilcev iz jekla in betona 93

Ucinkovitost racunskega postopka smo ocenili predvsem s primerjavo med izra¢unanimi in izmer-
jenimi rezultati znacilnih koli¢in sovpreznih nosilcev. Tako smo analizirali ve¢ sovpreznih nosil-
cev, za katere ze obstajajo primerljive in v literaturi objavljene numericene analize [32, 89], pa
tudi eksperimentalni rezultati [1, 5]. Zaradi ve¢je preglednosti in tudi zaradi skladnosti s primeri
v literaturi oznac¢imo vsak analizirani sovprezni nosilec s posebno oznako. Prostolezeci sovprezni
nosilec oznat¢imo s PI4, kontinuirni nosilec prek dveh polj z nesimetri¢éno obtezbo s CTB1 ter
simetricno obtezen kontinuirni nosilec prek dveh polj s CTB3. Glede na numeri¢ne izkusnje
ter glede na eksperimentalne rezultate, ki jasno kazejo, da najveéji vertikalni pomiki sovpreznih
nosilcev ob porusitvi ne presegajo 4°/, dolzine razpona, analiziramo vse sovprezne nosilce z ge-
ometrijsko linearno teorijo kompozitnih nosilcev. Pri tem v analizi vseh treh sovpreznih nosilcev
upostevamo po obliki enake materialno nelinearne konstitucijske modele jekla, betona in stika,
ki jih prikazujemo na sliki 4.58. Za jeklo in mehko armaturo betonskega podprereza uporabimo
antisimetricen trilinearen konstitucijski model (slika 4.58(a)), materialni model stika med slo-
jema je v skladu s studijami Ollgaarda s sodelavci [59] (slika 4.58(b)), materialni model betona
pa je povzet po Desayiju & Khrishnanu [24] (slika 4.58(c)), ki ga razsirimo tudi v natezni del
konstitucijskega diagrama, kot priporoca Bratina [13].

(b)

qt,max

A —BIA &
== max 1_
qy |Aa.|qt, ( S )

Slika 4.58: Izbrani materialni modeli za: (a) jeklo in mehko armaturo betonskega podprereza, (b)
stik med slojema, (c) beton.
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Materialne parametre jekla, mehke armature, betona in stika med sloji so avtorji Abdel Aziz
[1] in Ansourian [5] pridobili z vzporednimi preiskavami materiala in stika. Za obravnavane
sovprezne nosilce smo vrednosti materialnih parametrov, ki smo jih uporabili v numeriéni analizi,
zbrali v preglednicah 4.7, 4.8 in 4.9.

Preglednica 4.7: Materialni parametri za betonski del sovpreznega nosilca

fem [kN/em?]  Dmax Dy Dey Dey
P14 35 0 0 —0.00225 —0.21
CTB1 3.0 0 0 —0.00225 —0.21
CTB3 4.3 0 0 —0.00225 -0.21

Preglednica 4.8: Materialni parametri: za jekleni del sovpreznega nosilca,

E, = 21000kN/cm?, Eg, = 0.008 B,

fpesmica  gpesmica  gstojine  gstofina  garmatura  garmatura [

P14 24.5* 36.1* 26.0* 37.2* 37.0* 37.5* 18 Dy
CTB1 27.7* 42.1* 34.0* 44.0* 43.0* 53.3* 0.012
CTB3 22.0* 39.9* 23.5* 41.1* 43.0* 53.3* 0.017

*enote v kN/cm?

Preglednica 4.9: Materialni parametri stika med slojema sovpreznega nosilca

§t. moznikov a Blem™]  gmax [kN/cm]
P14 18 0.8 7 4.68
CTB1 66 0.558 10 6.53
CTB3 84 0.558 10 9.94

Za povezavo betonskega in jeklenega podprereza so uporabljeni klasicni mozniki tipa Nelson
premera ¢ 19 mm, ki so privarjeni na zgornjo pasnico jeklenega nosilca. Mozniki so enakomerno
razporejeni vzdolz stika podprerezov.
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Prostolezeti sovprezni nosilec P14

Najprej analiziramo natanénost deformacijskih konénih elementov v analizi kompozitnih nosilcev
na primeru prostolezetega sovpreznega nosilca. Tega je eksperimentalno preiskal Abdel Aziz
[1] v sklopu svoje doktorske disertacije, numeri¢no pa ga je analiziral Fabbrocino s sodelavci
[32]. Geometrijske podatke, podpiranje ter podatke o obtezbi prostolezetega sovpreznega nosilca
prikazujemo na sliki 4.59.

L Prerez I:1
I P=\P (P=1kN) } 80 {
A e T e T T e B 104 [ T.T 7 5+5¢10
X
40 —IPE 400
VA C AN
2l b 500cm — | —
18

Slika 4.59: Geometrijski podatki, podpiranje ter podatki o obtezbi prostolezetega sovpreznega
nosilca PI4.

Ker niti Abdel Aziz [1] niti Fabbrocino s sodelavei [32] niso eksplicitno definirali podpiranja
prostolezecega sovpreznega nosilca, smo analizirali nosilnost sovpreznega nosilca za dve najbolj
verjetni obliki podpiranja in sicer: (a) leva podpora je vrtljiva in nepomicéna, desna vrtljiva in
pomicna; (b) obe podpori sta vrtjivi in nepomicéni. Z numeri¢nim eksperimentiranjem smo ugo-
tovili, da se rezultati  stabilizirajo, ko sovprezni nosilec modeliramo =z
osmimi konénimi elementi tipa E5_5. Primerjavo med eksperimentalnimi in numeri¢nimi obtezno-
deformacijskimi krivuljami za navpi¢ni pomik na sredini nosilca w¢e prikazuje slika 4.60.
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Slika 4.60: Primerjava obtezno-deformacijskih krivulj sovpreznega nosilca PI4 za vertikalni pomik

na sredini razpona wc.
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Na sliki 4.60 opazimo odliéno ujemanje med vsemi izra¢unanimi in izmerjeno obtezno-deformacij-
sko krivuljo. Do manjsih odstopanj prihaja v blizini mejne obtezbe sovpreznega nosilca. Za-
nimivo je dejstvo, da so rezultati naSe numeri¢ne analize dobro primerljivi z eksperimentalnimi
rezultati ne glede na uporabljen nacin podpiranja. Eksperimentalno izmerjena mejna oziroma
kritiéna obtezba P& znasa 490 kN, pripadajoci vertikalni pomik v tocki C, wieP, pa 15.7 cm.
Primerjava med izracunanimi in eksperimentalno izmerjenimi vrednostmi kriticne sile P, in
pripadajocega pomika na sredini nosilca wc - je prikazana v preglednici 4.10. Kot smo Ze
povedali, je obravnavani nosilec analiziral tudi Fabbrocino s sodelavci [32]. Mejno oziroma
kriti¢no silo sovpreznega nosilca P, ki so jo izracunali z diferenéno metodo, so izrac¢unali zelo
natancno, nekoliko vecje pa je odstopanje za pripadajoci mejni pomik sredine razpona wc cr,
ki je 15.9°/,. S predstavljenimi deformacijskimi konénimi elementi in nainom podpiranja (a)
izratunamo mejno obtezbo priblizno na 3°/, natan¢no, z na¢inom (b) pa prakticno povsem
natancno, saj je napaka le 5°/,,. Neglede na podpiranje pa je napaka pri izra¢unu mejnega
oziroma kriticnega pomika sredine razpona wc - enaka priblizno 5°/,. V primeru podpiranja
(a) jo podcenimo, v primeru (b) pa precenimo.

Preglednica 4.10: Primerjava izracunanih in izmerjenih vrednosti mejne obtezbe P in pri-
padajocega pomika na sredini razpona wg cr za sovprezni nosilec z oznako PI4.

Per [kN] - P/ PFe? Weer [cm] wC,cr/ngzg

Fabbrocino et al. [32] 488 0.996 18.20 1.159
8 E5_5 - podpiranje (a) 476.8 0.973 14.93 0.951
8 E;5_5 - podpiranje (b) 492.5 1.005 16.57 1.055

Opozoriti moramo tudi na dobro ujemanje med eksperimentalno in numeri¢no obliko porusitve
prostolezecega sovpreznega nosilca. V okviru opravljene numeri¢ne analize zaznamo ob poveceva-
nju obtezbe t.i. pojav mehcanja betonskega podprereza na mestu vnosa tockovne sile. To
pomeni, da je mejna nosilnost za oba nacina podpiranja posledica presezene tlacne trdnosti
betonske ploscée in velikih plasti¢nih deformacij jeklenega nosilca pod to¢kovno obtezbo.

Simetri€no in nesimetricno obremenjena sovprezna kontinuirna nosilca CTB1 in
CTB3

V nadaljevanju prikazemo primernost in natan¢nost predstavljenih deformacijskih koné¢nih ele-
mentov za analizo nosilnosti sovpreznih nosilcev na simetri¢no in nesimetri¢no obtezenih kon-
tinuirnih nosilcih preko dveh polj. Kontinuirna nosilca je eksperimentalno analiziral Ansourian
[5], numeri¢no pa Zona [89]. Od Sestih eksperimentalnih raziskav nosilnosti kontinuirnih sovpreznih
nosilcev (CTB1-CTB6), ki jih je opravil Ansourian [5], v tem racunskem primeru analiziramo
le dva — CTB1 in CTB3. Kontinuirni sovprezni nosilec z oznako CTB1 ima razpona razli¢nih
dimenzij in je obtezen nesimetriéno, kontinuirni nosilec z oznako CTB3 pa ima razpona enakih
dimenzij in je obtezen simetri¢no. Geometrijske podatke, podpiranje ter podatke o obtezbi za
oba nosilca prikazuje slika 4.61. Zaradi preglednosti podajamo armaturo obeh preénih prerezov
betonskih plos¢ loceno v preglednici 4.11.
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Slika 4.61: Geometrijski podatki, podpiranje ter podatki o obtezbi kontinuirnih sovpreznih nosilcev
CTBI1 in CTB3.

Preglednica 4.11: Prerez. mehke armature betonskih plos¢ kontinuirnih sovpreznih nosilcev CTB1
in CTB3.

Aggolje [cm2] Ag);))lje [sz] Aggodpora [sz] Agpodpora [sz]

CTB1 0 1.6 8.0 3.16

CTB3 3.6 1.6 12.3 4.7

Na slikah 4.62 in 4.63 je prikazana primerjava med eksperimentalnimi rezultati Ansouriana [5],
numeri¢nimi rezultati Zone [89] in nasimi numeri¢nimi obtezno-deformacijskimi krivuljami. V
primeru kontinuirnega sovpreznega nosilca CTB1 prikazujemo primerjavo vertikalnega pomika
levega wey in desnega polja weo (slika 4.62), v primeru nosilca CTB3 pa vertikalnega pomika
tocke C' (slika 4.63). Za dolocitev obtezno-deformacijskih krivulj smo uporabili osem konénih
elementov tipa FE5_ 5, kar je hkrati predstavljalo najmanjse mozno §tevilo kon¢énih elementov
za ustrezno modeliranje poteka armature betonske plosce. 7 gostejSo mrezo kon¢nih elemen-
tov nismo zaznali bistvenih sprememb rezultatov. Zona [89], katerega rezultate podajamo kot
primerjavo, je izra¢unal obtezno-deformacijske krivulje s konénimi elementi, ki so zasnovani
na pomikih in ugotovil, da je mejna nosilnost sovpreznega nosilca odvisna od §tevila konénih
elementov, in da njena velikost z veCanjem Stevila kon¢nih elementov ne konvergira enakomerno.

Podobno kot v primeru prostolezecega slojevitega nosilca, tudi za oba primera sovpreznih kon-
tinuirnih nosilcev, opazimo odli¢no ujemanje med numericnimi in eksperimentalnimi obteZzno-
deformacijskimi krivuljami vse do porusitve. Pri kontinuirnem sovpreznem nosilcu CTB1 za-
sledimo poleg povesov levega polja w1 tudi negativne vertikalne pomike oziroma dvige desnega
polja wey (slika 4.62). Manjsa odstopanja eksperimentalnih in numeriénih rezultatov zasledimo
le v blizini mejne obtezbe (preglednica 4.12).
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Slika 4.62: Primerjava obtezno-deformacijskih krivulj vertikalnega pomika levega polja w¢q in ver-
tikalnega pomika desnega polja wcg sovpreznega nosilca CTBI.
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Slika 4.63: Primerjava obtezno-deformacijskih krivulj vertikalnega pomika sredine polja w¢

sovpreznega nosilca CTB3.

Eksperimentalno ugotovljen na¢in porusitve nosilca CTB1 je posledica lokalizacije deformacij v
betonski plosci in velikih plasti¢nih deformacij jeklenega nosilca pod tockovno otezbo. Povsem
enako porusitev ugotovimo tudi z ra¢unskim postopkom. Za nosilec CTB3 pa so z eksperimentom
najprej zaznali lokalni uklon tlacene pasnice jeklenega nosilca nad podporo, v nadaljevanju pa
lokalizacijo deformacij v betonski ploséi in velike plasticne deformacije jeklenega nosilca pod
tockovno silo. Z ra¢unom smo zaznali le lokalizacijo deformacij pod toCkovno silo. Lokalnega
uklona jeklenega nosilca oziroma bo¢ne zvrnitve pa z ravninskim linijskim konénim elementom,
kot je dobro znano, ne moremo zaznati.
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Preglednica 4.12: Primerjava vrednosti mejne obtezbe P, in pripadajocih pomikov wei cr, We2,cr
ter we er za sovprezna nosilca z oznakama CTB1 in CTB3.

Pl [N wy o [em]  weg o [em] PG (KN w, ., [om]

Ansourian [5] 198 5.2 -1.3 299 1.1

8 KE FE5_j5 184 3.8 -1.3 299.5 1.0

1: nosilec CTB1; 2: nosilec CTB3

Na osnovi odli¢cnega ujemanja med eksperimentalnimi in numeri¢nimi rezultati tako za velikost
mejne obtezbe kot tudi za nacin porusitve prostolezeéega in kontinuirnih sovpreznih nosil-
cev sklepamo, da so predstavljeni deformacijski kon¢ni elementi primerni za analizo nosilnosti
sovpreznih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema vse do porusitve.

4.7 DIFERENCNO KRCENJE DVOSLOJNEGA ARMIRANOBETONSKEGA
NOSILCA

V zadnjih letih je v gradbeni praksi vse ve¢ primerov sanacij armiranobetonskih premostitvenih
konstrukeij. Glavni vzroki za poskodbe teh konstrukcij so prevsem pretirano soljenje vozisénih
plosé, ponavljajoci se ciklusi zmrzovanja in odtajanja povrSinskih voda zaradi neustrezno ure-
jenega odvodnjavanja, neprimerno izveden za§¢itni sloj armature ter stevilni drugi. Pri standard-
nem postopku sanacije armiranobetonskih konstrukcij obi¢ajno odstranimo sloj poskodovanega
betona in ga nadomestimo 7z novim. Pri tem se moramo zavedati, da ima sloj novega betona
bistveno drugacne reoloske lastnosti kot obstojeca betonska podlaga. Zato moramo pri dimen-
zioniranju novih dobetoniranih slojev betona ter stika med obstojec¢o betonsko podlago in novim
betonom nujno upostevati t.i. pojav diferen¢nega kréenja betona. Ta reoloski pojav povzroci
dodatne natezne napetosti v novem dobetoniranem sloju betona ter dodatne tla¢ne napetosti v
obstojecem sloju betona.

V zadnjem rac¢unskem primeru analiziramo ucinkovitost in natancénost predstavljenega racunske-
ga postopka v nelinearni analizi kompozitnih nosilcev pri zahtevnem problemu diferen¢nega
kréenja dvoslojnih armiranobetonskih nosilcev. Tudi v tem primeru najprej analiziramo ucinko-
vitost postopka s primerjavo med eksperimentalnimi in izraGunanimi rezultati. Eksperimentalno
ana- lizo vpliva diferenénega kréenja na napetostno in deformacijsko stanje dvoslojnega armira-
nobetonskega nosilca je opravil Silfwerbrand [81]. Spodnji sloj preiskanega kompozitnega nosilca
je predstavljal dve leti star armiranobetonski pilot. Na zgornji strani pilota je s pneumatskim
kladivom odstranil 20 mm betona ter izoblikovali grobo sti¢no povr§ino. Po oseminstiridesetih
urah vlazenja je dobetoniral nov 100 mm debel sloj betona. Sloj novega betona je sedem dni
negoval z vzdrzevanjem konstantne vlaznosti okolice nosilca in s tem preprecil diferenéno kréenje
novega in starega betona. Nosilec je bil ves cas eksperimenta polozen na zracne blazine, ki so
zagotavljale podporo kompozitnega nosilca. Kompozitni nosilec se je lahko deformiral prosto,
obtezba lastne teze se je prenesla direktno v podporne zracne blazine in s tem ni povzrocala
dodatnih napetosti v betonskih podprerezih. Na ta nacin je izoliral pojav diferencénega kréenja
razli¢no starih betonskih slojev. Nato je Stirinajst mesecev neprekinjeno meril specificne defor-
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macije in pomike ter spremljal morebitni nastanek razpok. Geometrijske in materialne podatke
armiranobetonskega kompozitnega nosilca prikazuje slika 4.64.

(a) Prerez I-1:
27
1 sloj 'b' (nov beton) 208 a
A | C B x ERS 10 fem =57MPa

Y
Y b
sloj 'a' (star beton)
fyk =420MPa

1S

Slika 4.64: (a) Geometrijski in materialni podatki armiranobetonskega kompozitnega nosilca. Kon-
stitucijski modeli za: (b) beton in (c) mehko armaturo.

Poleg eksperimentalnih rezultatov je Silfwerbrand v ¢lanku [81] izpeljal tudi to¢ne resitve obnasanja
kompozitnega nosilca zaradi diferen¢nega kréenja dveh podajno povezanih betonskih slojev. Pri
tem je uposteval naslednje predpostavke:

e krcéenje zgornjega sloja kompozitnega nosilca je funkcija casa, Dg(t),

e kréenje obstojecega betonskega sloja je zaradi njegove starosti zanemarljivo,

e kompozitni nosilec je modeliran z geometrijsko linearno teorijo ravninskih nosilcev,
e konstitucijska modela betona obeh slojev sta linearno elasti¢na,

e 73 oba sloja kompozitnega nosilca velja Bernoullijeva predpostavka o ravnih precnih pre-
rezih,

e spodnji in zgornji sloj kompozitnega nosilca sta ves ¢as v kontaktu, kar pomeni, da raz-
slojevanje ni mozno,

e predpostavljen je linearen konstitucijski zakon stika:

r(a) = KAr) = 5 A(a),

kjer je K s sirino stika reducirana togost stika.
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Ucinkovitost in natanénost predstavljenega racunskega postopka za analizo kompozitnih nosilcev
analiziramo:

e s primerjavo med Silfwerbrandovimi ‘to¢nimi’ in numeri¢no izra¢unanimi znacilnimi koli¢i-
nami obravnavanega kompozitnega nosilca,

e s primerjavo med izmerjenimi in numeri¢no izra¢unanimi znacilnimi koli¢inami obravna-
vanega kompozitnega nosilca,

e s parametriéno analizo vpliva togosti stika na ¢asovni odziv dvoslojnega armiranobe-
tonskega nosilca.

Primerjava med Silfwerbrandovimi ‘to&nimi’ in numeri¢nimi rezultati

Najprej prikazemo natanc¢nost razvitih deformacijskih konénih elementov za analizo kompozit-
nih nosilcev z upostevanjem zdrsa med sloji s primerjavo med Silfwerbrandovimi ‘to¢nimi’ in
numericnimi rezultati. V numeri¢ni analizi smo dvoslojni armiranobetonski nosilec modelirali
kot prostolezec¢i nosilec. Vpliv mehke armature in lastne teze nosilca smo v analizi zanema-
rili. Na sliki 4.65 primerjamo potek zdrsov A in pseudoukrivljenosti k%, na sliki 4.66 pa potek
membranskih deformacij spodnjega sloja €® ter zgornjega sloja €’ po referenéni osi kompozitnega.
nosilca za razlicne vrednosti parametra K.

(b)
35 : ‘
— 'tono' - K=0.5
28 1 = K=25 -+ K=0.05 1
5 21+ 1
@
b
L 14| .
7
05 L L L 0 & L L L
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
x/L x/L

Slika 4.65: Potek normiranih (a) zamikov A% in (b) pseudoukrivljenosti kK% po referenéni osi kom-
pozitnega nosilca. Nosilec smo analizirali z dvema konénima elementoma tipa Fg_g.

Na slikah 4.65 in 4.66 vidimo, da se rezultati numeri¢ne analize odli¢no ujemajo s to€nimi
rezultati, kot jih podaja Silfwerbrand [81]. Opozorimo tudi na veliko natan¢nost razvitih konénih
elementov za nelinearno analizo kompozitnih nosilcev, saj smo prostolezec¢i kompozitni nosilec
analizirali samo z dvema kon¢nima elementoma tipa Fg_g.
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(a) (b)
1 T T 1 T
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Slika 4.66: Potek normiranih (a) membranskih deformacij spodnjega sloja €* in (b) membranskih
deformacij zgornjega sloja gb po referencni osi kompozitnega nosilca. Nosilec smo ana-
lizirali z dvema konénima elementoma tipa Fg_g.

Primerjava med izmerjenimi in numeri¢nimi rezultati

V nadaljevanju smo analizirali u¢inkovitost in natan¢nost predstavljenega racunskega postopka
za nelinearno analizo kompozitnih nosilcev s primerjavo z eksperimentalnimi rezultati. Znano je,
da krcenje in lezenje betona pomembno vplivata na napetostno in deformacijsko stanje oja¢anih
betonskih konstrukcij. Obicajno je vpliv lezenja betona ugoden glede na vpliv kréenja, saj
zmanjSuje napetosti, ki nastopijo kot posledica diferenc¢nega kréenja razlicno starih betonskih
slojev. Ker je Silfwerbrand [81] analiziral predvsem vpliv diferen¢nega kréenja razliéno starih
betonskih slojev na napetostno in deformacijsko stanje kompozitnega nosilca, je vpliv lezenja
betona uposteval relativno preprosto. Uposteval ga je z reduciranim elasti¢nim modulom be-

tonskih slojev:
E¢ o8

Ec(t) = 1+§0(t,t0),

kjer je E.(t) trenutni elasticni modul betona, E g elasticni modul 28 dni starega betona
in ¢(t,ty) koeficient lezenja. Koeficient lezenja je Silfwerbrand [81] izmeril na vzporednih
preiskavah. Poudarimo pa, da je z upoStevanjem lezenja betona z enacbo (4.2), Silfwerbrand v
analizi dejansko zanemaril vpliv ¢asovnega spreminjanja napetosti v razlicno starih betonskih
slojih na obnasanje kompozitnega nosilca.

(4.2)

V numeri¢ni analizi upostevamo vpliv kréenja in lezenja betona skladno z Evropskim standar-
dom EuroCode2 [29] in s priporocili Silfwerbranda [81]. Za dolocitev ¢asovnega spreminjanja
geometrijske deformacije D(t), EuroCode 2 [29] predpisuje izraz:

(4.3)

D) = ) (s + A0 + Y Ao t) (s + A D)

Ec(to) Ec 23 (ti) E; 28

kjer so: ty starost betona ob nastopu obtezbe, t5 ¢as negovanja sveze betonske meSanice, o.(to)
napetost v betonu v ¢asu to, Aoc(t;) prirastki napetosti v ¢éasovnem intervalu [t;—1, t;], ¢(¢, o)
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koeficient lezenja, E.(t) in E. g sta elasticna modula betona v ¢asu ¢y oziroma pri starosti 28
dni in Dgy(t,ts) specificna deformacija kréenja betona. Na podoben nacin kot E. (o) in (¢, tg)
pri to definiramo tudi E¢(¢;) in (¢, ¢;) pri t;. Za vsakdanjo analizo konstrukeij pa EuroCode 2 [29]
dopusca tudi poenostavljen izraz za dolo¢itev geometrijske deformacije z uporabo t.i. koeficienta
staranja x, ki je odvisen predvsem od ¢asovnega spreminjanja napetosti v betonski konstrukciji:
1 (p(t,t()) 1 (p(tatO)
D(t) =0 tg( n >+Aa tg( n )+Dht,t . 4.4

( ) C( ) Ec(t()) EC728 C( ) Ec(t()) X EC’ZS S, ( S) ( )
Ghali in Favre [40] ugotovita, da se vrednost koeficienta staranja pri betonskih konstrukcijah
spreminja med 0.6 in 0.9. Evropski standard EuroCode 2 [29] pa za koeficient staranja betona
priporoca vrednosti med 0.75 in 0.85.

Ker se rezultati Silfwerbrandove numeri¢ne analize in eksperimentalni rezultati dobro ujemajo
[81], tudi v na8i numeri¢ni analizi predpostavimo, da ¢asovno spreminjanje napetosti v ra-
zlicno starih betonskih slojih nima pomembnejSega vpliva na obnaSanje betonskega kompozit-
nega nosilca, torej Ao, (t) = 0. Tako se enatba (4.4) dodatno poenostavi in je:

1 ¢t
N p(t,to)
(tO) Ec,28

D(t) = oc(to) (EC )+Dan(t, ). (4.5)

Zal je bil eksperiment izveden v zelo nekonstantnih vremenskih pogojih, saj je bil nosilec med
preiskavo shranjen na prostem in zasciten le pred padavinskimi vplivi. Tako je prihajalo v okolici
kompozitnega nosilca do nihanja vlaznosti in temperature. Ker modela za krcenje in lezenje be-
tona po EC 2 [29] zahtevata konstantno vlaznost in temperaturo okolice, je tako izvedena meritev
bistveno otezila dobro kalibracijo reoloskih modelov. Dodatni problem pri kalibraciji reoloskih
modelov je predstavljal tudi tip cementa, ki se je uporabljal za izdelavo preiskusancev. Teh
podatkov Silfwerbrand [81] ni podal. Tako smo v ratunskem modelu izbrali 75°/, relativno
vlaznost, normalno konstantno temperaturo okolice in hitro vezoc¢i cement. Konstitucijska mo-
dela za armaturo in beton smo izbrali skladno z EC 2 (slika 4.64). Glede na dostopne podatke
so izbrani materialni parametri za sloj a naslednji: f& = 57MPa, E¢ = 36800 MPa, D¢ =
—2.59° /00, D% = —3.50° /00, D% = 0.1°/40; za sloj b pa: f& = 49MPa, E’ = 35200 MPa,
Db = —251°/0,, Db = —3.50°/05, D% = 0.1°/5. Materialni parametri za mehko armaturo
so: Es = 210000 Mpa, E, = 0MPa, Dy; =2°/,, in Dy, = 10°/4.. Za konstitucijski zakon stika
smo izbrali linearno zvezo. Vrednost materialne konstante K pa smo, podobno kot Silfwerbrand
[81], dolocili s parametri¢no analizo.

b .o .
b er Za razlicne vrednosti parametra

K pri ¢asu t = 55 dni prikazuje slika 4.67, pri ¢asu ¢ = 356 dni pa slika 4.68. Analiza je pokazala,
da je povezava med slojema armiranobetonskega nosilca zelo toga. Najboljse ujemanje rezultatov
opazimo pri ¢asih ¢ = 55 dni in ¢ = 356 dni za K = 25kN/cm3. Medtem ko na robovih nosilca
zasledimo nekaj odstopanj, se rezultati na sredini nosilca prakticno povsem ujemajo, tako za
¢as 55 dni kot tudi za ¢as 356 dni. Kot navaja Silfwerbrand [81], so ta odstopanja najverjetneje
posledica merskih napak in raztrosa materialnih lastnosti betona in armature.

Primerjavo med izmerjenimi in izra¢unanimi deformacijami D

Parametri¢na analiza vpliva togosti stika na €asovni odziv dvoslojnega armiranobe-
tonskega kompozitnega nosilca

Na koncu rac¢unskega primera analiziramo, kako diferen¢éno kréenje in lezenje slojev kompozit-
nega nosilca vpliva na ¢asovni odziv napetostnega in deformacijskega stanja dvoslojnega armi-
ranobetonskega prostolezecega nosilca (slika 4.64(3)). V analizi predpostavimo, da kompo-
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Slika 4.67: Primerjava med izmerjenimi in izra¢unanimi deformacijami Drbner za razlitne vrednosti
parametra K pri casu t = 55 dni (Dfner = D(z = —2.5cm), nosilec smo analizirali s
Sestimi konénimi elementi tipa EG,G).

o eksperiment
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Slika 4.68: Primerjava med izmerjenimi in izrac¢unanimi deformacijami Dfner za razlitne vrednosti

parametra K pri ¢asu £ = 356 dni (Drbner = D%(z = —2.5cm), nosilec smo analizirali

s Sestimi kon¢nimi elementi tipa E6_6).

zitni nosilec z dobetoniranim novim slojem betona negujemo sedem dni, nato pa ga obtezimo
7z enakomerno linijsko pre¢no obtezbo. Tudi sedaj, podobno kot Silfwerbrand [81], v analizi
privzamemo, da ¢asovno spreminjanje napetosti v razlicno starih betonskih slojih nima vpliva
na obnasanje kompozitnega nosilca. Obravnavamo dva obtezna primera: (i) kompozitni nosilec
obtezimo z enakomerno linijsko pre¢no obtezbo py = 2.36kN/m, ki predstavlja vpliv lastne
teze in (ii) kompozitni nosilec obtezimo z enakomerno linijsko pre¢no obtezbo pz = 10kN/m,
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ki predstavlja skupen vpliv koristne obtezbe in lastne teze kompozitnega nosilca. Diferen¢no
krcenje ter lezenje obeh betonskih slojev smo modelirali podobno kot prej in sicer v skladu z
EC 2 [29].

0.8
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El
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Slika 4.69: Vpliv togosti stika na ¢asovni razvoj robnega zamika A% dvoslojnega armiranobe-
tonskega nosilca. Nosilec smo obtezili z linijsko pre¢no obtezbo pz; = 2.36 kN/m in
ga analizirali z dvema konénima elementoma tipa Fig_g.
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Slika 4.70: Vpliv togosti stika na ¢asovni razvoj vertikalnega pomika sredine razpona w¢c dvo-
slojnega armiranobetonskega nosilca. Nosilec smo obtezili z linijsko prec¢no obtezbo
pz = 2.36kN/m in ga analizirali z dvema koné¢nima elementoma tipa Eg_g.
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Casovno spreminjanje robnega zamika % in vertikalnega pomika sredine razpona nosilca w¢
za prvi obtezni primer prikazujeta sliki 4.69 in 4.70. Za predstavitev ¢asovne skale na abscisni
osi uporabimo logaritemsko funkcijo z osnovo 10.

dajen je stik. Takoj po obremenitvi se na robu pojavijo negativni zamiki. To pomeni, da se tocka
A zgornjega sloja premakne desno, glede na v nedeformirani legi solezno tocko spodnjega sloja.
Zaradi vplivov diferen¢nega krcenja in lezenja betona robni zamiki A% po priblizno tridesetih
dneh spremenijo predznak. Po ¢asu £ = 1500 dni se spreminjanje robnih zamikov ustavi. Pri
casu t = 1500 dni so robni zamiki, ki pripadajo nosilcu s togostjo stika K =1075 kN/cm?, skoraj
Sestnajstkrat vecji kot robni zamiki nosilca s togostjo stika K =50kN /cm?3.

Kot vidimo na sliki 4.70, je ¢asovno spreminjanje vertikalnega pomika we dokaj nenavadno.
Obicajno pricakujemo, da se s povetevanjem togosti stika kompozitnega nosilca veta tudi nje-
gova togost. Toda to velja v primeru obravnavanega kompozitnega nosilca samo za krajse
casovno obdobje tik po obremenitvi. Kasneje so zaradi razlicno starih betonskih slojev in s
tem zaradi zelo velikega vpliva diferencnega krcenja in lezenja betona vertikalni pomiki sre-
dine razpona kompozitnega nosilca s togostjo stika K =50 kN/cm?® kar za faktor 1.9 vedji od
primerljivega pomika kompozitnega nosilca s togostjo stika K =10"°kN /cm3. Torej se s togostjo
stika povecuje podajnost kompozitnega armiranobetonskega nosilca.
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Slika 4.71: Vpliv togosti stika na ¢asovni razvoj robnega zamika A9% dvoslojnega armiranobe-
tonskega nosilca. Nosilec smo obtezili z linijsko preéno obtezbo pz = 10kN/m in
ga analizirali z dvema konénima elementoma tipa Fg_g.

Na slikah 4.71 in 4.72 prikazujemo Casovni razvoj robnega zamika A% in vertikalnega pomika w¢
za drugi obtezni primer. V tem primeru ima ocitno prevladujo¢ vpliv na obnaSanje slojevitega
armiranobetonskega nosilca linijska pre¢na obtezba pz = 10kN/m. V tem primeru opazimo,
da so robni zamiki A% in vertikalni pomiki wc kompozitnega armiranobetonskega nosilca v

zamik A9, neglede na togost stika, negativen. Scasoma se velikost robnega zamika manjSa in
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za nosilce z zelo togim stikom postane celo pozitivna. ObnaSanje nosilca se umiri pri ¢asu

t = 1500 dni. Pri tem casu je razmerje vertikalnih pomikov sredine razpona wc¢ nosilcev s
stikoma K = 107> kN/cm? in K = 50kN/cm? enako 1.4.

4
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Slika 4.72: Vpliv togosti stika na ¢asovni razvoj vertikalnega pomika sredine razpona w¢c dvo-
slojnega armiranobetonskega nosilca. Nosilec smo obtezili z linijsko pre¢no obtezbo
pz = 10kN/m in ga analizirali z dvema konénima elementoma tipa Fg_g.

Pri dobetoniranju novih slojev betona na obstojeco betonsko podlago je o¢itno nujno potrebna
precejinja mera pazljivosti. Zaradi neustreznega upostevanja diferencénega krcéenja in lezenja
betonskih slojev se namre¢ lahko prenovljena armiranobetonska kompozitna konstrukcija obnasa
bistveno drugace, kot se obnasajo obicajne armiranobetonske konstrukcije.






Zaklyucks

V disertaciji smo predstavili racunski postopek za stati¢no nelinearno analizo dvoslojnih kompo-
zitnih kontinuirnih ravninskih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema. Predstavljeni rac¢unski
postopek je zasnovan na materialno in geometrijsko nelinearnem modelu ravninskega nosilca in
je zato zelo sploSen. Vsak sloj kompozitnega nosilca modeliramo s kinematiéno toéno Reiss-
nerjevo teorijo ravninskih nosilcev. V vecini gradbenih konstrukcij je vpliv striznih deformacij
na napetostno in deformacijsko stanje zanemarljiv, zato smo jih v predstavljenem racunskem
postopku zanemarili. Ker se v splosnem razslojevanje kompozitnih nosilcev pojavi predvsem v
fazi ruSenja, smo v predstavljenem racunskem postopku zanemarili tudi razslojevanje.

Osnovne enacbe kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema smo resili z metodo
koné¢nih elementov. Za analizo kompozitnih nosilcev smo razvili druzino novih deformacijskih
konénih elementov. Znacilnost teh elementov je v tem, da vzdolz referencne osi kompozitnega
nosilca interpoliramo sprecificni spremembi dolZzine spodnjega in zgornjega sloja referencne osi
kompozitnega nosilca € in €, pseudoukrivljenost referencne osi kompozitnega nosilca k% ter
zaradi poenostavitve numeri¢nega algoritma tudi materialno koordinato zgornjega sloja z* in
normalno komponento linijske kontaktne obtezbe ¢’. Posebnost predstavljene druzine deforma-
cijskih kon¢nih elementov je prav gotovo interpolacija materialne koordinate x*, ki predstavlja
tisti delec zgornjega sloja na stiku, ki v deformirani legi solega z delcem spodnjega sloja na stiku
z materialno koordinato z. Sistem posploSenih diskretnih ravnoteznih enacb kompozitne kon-
strukcije resimo z Newton-Raphsonovo inkrementno-iteracijsko metodo. Pomembnejsi zakljucki
disertacije so:

e predstavljena druzina deformacijskih kon¢énih elementov za nelinearno analizo dvoslojnih
kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa med slojema je zelo natanc¢na in ucinkovita.
To potrjujejo Stevilni racunski primeri, kjer dosezemo veliko natancnost rezultatov ze z
uporabo samo nekaj konénih elementov z nizko stopnjo interpolacijskih polinomov ter z
nizko stopnjo numericne integracije;

e kljub temu, da pri predstavljeni druzini deformacijskih konénih elementov interpoliramo
tudi materialno koordinato zgornjega sloja in normalno komponento linijske kontaktne
obtezbe, so ti elementi neobcutljivi za vse vrste blokiranj in oscilacij napetosti;
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interpolacija normalne komponente linijske kontaktne obtezbe pa omogoca enostavno po-
splositev racunskega postopka tudi na analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa
med slojema, kjer je tangentna komponenta linijske kontaktne obtezbe odvisna tudi od
trenja oziroma lepljenja;

racunski primeri so pokazali, da ima geometrijska nelinearnost pri dolo¢enih kompozitnih
konstrukcijah pomemben vpliv na napetostno in deformacijsko stanje kompozitnih nosil-
cev. Zato je v sploSnem pri analizi kompozitnih nosilcev, ki se uporabljajo v gradbeni§tvu,
ne smemo zanemariti;

predstavljeni racunski postopek za nelinearno analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem
zdrsa med slojema se je izkazal kot zelo u¢inkovit in natancen tudi pri stabilnostni analizi
dvoslojnih lesenih nosilcev. To smo dokazali s primerjavo med to¢nimi in numeri¢nimi
vrednostmi za uklonske sile pri prostolezetem in enostransko vpetem dvoslojnem lesenem
nosilcu;

primerjava med predstavljenim racunskim postopkom in rac¢unskim postopkom, ki ga za
stabilnostno analizo lesenih kontinuirnih kompozitnih nosilcev priporoca Evropski stan-
dard za lesene konstrukcije EC 5 [31], je pokazala, da je racunski postopek po EC 5 zelo
konservativen;

z racunskimi primeri smo pokazali, da je predstavljeni racunski postopek za analizo kom-
pozitnih linijskih nosilcev primeren tudi za analizo nosilnosti in duktilnosti sovpreznih
kontinuirnih nosilcev iz jekla in betona;

s predstavljenim rac¢unskim postopkom za analizo kompozitnih nosilcev z upostevanjem
zdrsa med slojema pa lahko analiziramo tudi tako zahteven problem, kot je diferen¢no
kréenje in lezenje saniranega dvoslojnega armiranobetonskega nosilca. Podrobna parame-
tricna analiza obravnavanega kompozitnega nosilca je pokazala, da vpliv kréenja in lezenja
betona bistveno in tudi nepri¢akovano vpliva na éasovno spreminjanje togosti kompozit-
nih nosilcev. Tako so lahko pomiki kompozitnega nosilca po dolocenem casu vecji pri
kompozitnih nosilcih z bolj togim stikom kot pri kompozitnih nosilcih s podajnejSimi stiki.



Dodatek A

Geometrijsko linearna teorija
kompozitnih nosilcev z
upoStevanjem zdrsa med slojema

A.1 UVOD

V strokovni literaturi zasledimo razlicne ra¢unske postopke za analizo kompozitnih nosilcev z
upostevanjem zdrsa med slojema. Vecina jih je zasnovana na geometrijsko linearn: teoriji kom-
pozitnih nosilcev, ki jo pogosto imenujemo tudi teorija prvega reda [32, 33, 39]. Znano je,
da izpeljemo posplosene ravnotezne enacbe geometrijsko linearne teorije ravninskih nosilcev z
linearizacijo geometrijsko to¢nih ena¢b v zacetni nedeformirani legi nosilca [9]. Ker je tudi for-
mulacija racunskega postopka za analizo dvoslojnih kompozitnih nosilcev z upostevanjem zdrsa
med slojema 7 geometrijsko linearnimi deformacijskimi konénimi elementi nova, jo v nadalje-
vanju na kratko predstavimo.

A.2 OSNOVNE ENACBE KOMPOZITNIH NOSILCEV

Deformiranje dvoslojnega kompozitnega nosilca, zac¢etne dolzine L in pre¢nih podprerezov A% in
AP, opisemo v ravnini (X, Z) evklidskega prostora, s prostorskim desnosu¢nim koordinatnim sis-
temom (X, Y, Z) in pripadajo¢imi baznimi vektorji Ex, Ez in Ey = Ez x Ex. Za referen¢no os
obeh slojev kompozitnega nosilca predpostavimo krivuljo, ki je dolo¢ena s preseciéem simetrijske
ravnine (X, Z) in sti¢ne ravnine slojev kompozitnega nosilca. To krivuljo v nadaljevanju imenu-
jemo referen¢na os kompozitnega nosilca. Predpostavimo, da je zacetna, nedeformirana lega
kompozitnega nosilca ravna, in da nedeformirana referen¢na os kompozitnega nosilca sovpada s
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prostorsko koordinatno osjo X. V nadaljevanju oznacimo vse koli¢ine, ki pripadajo spodnjemu
sloju kompozitnega nosilca z zgornjim indeksom « in podobno vse kolic¢ine, ki pripadajo zgor-
njemu sloju kompozitnega nosilca z zgornjim indeksom b. Relativno lego poljubnega delca spod-
njega sloja kompozitnega nosilca glede na izhodisce referenéne osi dolo¢ajo materialne koordi-
nate (z%,y%, z*). Podobno dolocajo relativno lego poljubnega delca zgornjega sloja kompozitnega
nosilca materialne koordinate (z%,y”, 2°). Da poenostavimo nadaljne izpeljave predpostavimo,
da je v referenéni osi obtezen le zgornji sloj kompozitnega nosilca in sicer s konservativno linijsko
obtezbo p = px Ex + pz E 7 in konservativnim linijskim momentom my = my Ey-.

Pri izpeljavi osnovnih enacb dvoslojnega kompozitnega nosilca predpostavimo, da lahko sloja,
ki sestavljata kompozitni nosilec drsita drug po drugem, ne moreta pa se razmakniti. Dodatno
za vsak sloj kompozitnega nosilca predpostavimo: (1) Bernoullijevo hipotezo o ravnih prec¢nih
prerezih, (2) da se oblika in velikost pre¢nega prereza med deformiranjem ne spreminjata, (3) da
je oblika prec¢nih prerezov poljubna a simetriéna glede na ravnino deformiranja kompozitnega
nosilca, (4) da je obtezba konservativna in po velikosti poljubna, delovati pa mora v ravnini
deformiranja kompozitnega nosilca, (5) da so deformacije, pomiki in zasuki ‘majhni’ in (6)
membransko in upogibno deformiranje kompozitnega nosilca (strizno deformiranje kompozitnega
nosilca zanemarimo).

Definicijska obmocja funkcij, s katerimi opisemo deformiranje kompozitnega nosilca, v sploSnem
razdelimo na tri medsebojno povezane intervale in sicer: levi in desni interval definicijskega
obmocja predstavljata levi in desni previs sloja a oziroma sloja b, vmesni interval pa predstavlja
obmocje na stiku obeh slojev kompozitnega nosilca. Ker predpostavimo ‘majhne’ vrednosti de-
formacij, pomikov in zasukov, so ‘majhni’ tudi zamiki med slojema, zato predpostavimo, da je
vpliv previsov na deformiranje kompozitnega nosilca zanemarljiv. Tako je dolzina sti¢ne ploskve
med slojema enaka dolzini kompozitnega nosilca L, kar pomeni, da je definicijsko obmodcje
kinemati¢nih, deformacijskih in ravnoteznih koli¢in kompozitnega nosilca enako celotni dolzini
nosilca, torej Z¢ = Z° € [0, L.

Slika A.1: Nedeformirana in deformirana lega dvoslojnega kompozitnega nosilca.
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Kot prikazuje slika A.1, je deformirana lega poljubnega delca referenéne osi sloja a oziroma sloja
b kompozitnega nosilca dolo¢ena s krajevnima vektorjema:

R"(z) =zEx +u%(z) = (z + u*(z)) Ex + w*(z)Ez, (A.1)
R'(z*) = 7*Ex + u’(z*) = (z* +u’(2%)) Ex + v’ (%) E . (A.2)

V enacbah (A.1) in (A.2) predstavljajo u®(z), w®(z), v’(z*) in w’(z*) komponente vektorja
pomika referencéne osi slojev a in b v smeri baznih vektorjev E x in E 7. Izkaze se, da je referenéno
os zgornjega sloja primerno reparametrizirati z novo materialno koordinato z*(z) € I%, ki
predstavlja tisti delec na referencni osi zgornjega sloja kompozitnega nosilca, ki v deformirani
legi solega z delcem referencne osi spodnjega sloja s koordinato = € Z% (slika A.1).

Osnovne enacbe, s katerimi opiSemo napetostno in deformacijsko stanje kompozitnega nosilca
sestavljajo: kinemati¢ne, ravnotezne in konstitucijske enacbe z ustreznimi kinemati¢nimi in
stati¢nimi robnimi pogoji ter vezne enacbe med slojema kompozitnega nosilca. Ker je izpeljava
posplosenih ravnoteznih enacb ravninskih nosilcev dobro znana, jih v tem dodatku povzamemo
po literaturi [20]. Kinemati¢ne, ravnotezne in konstitucijske enacbe dvoslojnega kompozitnega
ravninskega nosilca so:

u® — e =0, u —eb =0, A3
wa/ + (pa — 0, wbl + (Pb _ 0, (A4)
" —K* =0, <pb' - 0, (A.5)
NY 4 ¢% =0, N + b +px =0, (A.6
Q¥ + 4% =0, Q" + 4% +pz =0, (A.7)
MY — Q% =, MY Q% + my =0, (A.8)
N = N2, NP = NP, (A.9)
M= M2, M= M. (A.10)

Pomen oznak v enacbah (A.3)-(A.10): €% e’ predstavljata specificno spremembo dolzine re-
ferenéne osi sloja a oziroma sloja b; ¢, ¢® in k%, kP sta zasuka in pseudoukrivljenosti referencne
osi sloja a oziroma sloja b; N N® Q% Q' in M® M?" predstavljajo ravnotesni osni sili,
ravnotezni precni sili in ravnotezna upogibna momenta v referencni osi sloja a oziroma sloja b
kompozitnega nosilca; g%, q’)’( in ¢%, qbZ predstavljajo komponente linijske kontaktne obtezbe v
stiéni ploskvi med slojema kompozitnega nosilca; N¢, N ter M2, M? pa so konstitucijski osni
sili in konstitucijska momenta sloja a oziroma sloja b kompozitnega nosilca.

Pripadajoci stati¢ni oziroma kinematicni robni pogoji dvoslojnega kompozitnega nosilca so:

z=0:

ST+ N*0)=0 u®(0) = uf, (A.11)
S5+ 0%0)=0 w®(0) = u§, (A.12)
S§ +M*0) =0 ©*(0) = u§, (A.13)
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St N(0) =0 u’(0) = !, (A.14)

S5+ 0%0)=0 w’(0) = ub, (A.15)

S+ MP(0) =0 ©"(0) = ub, (A.16)

x=1L:

S{—N*L)=0 u?(L) = uy, (A.17)

Sy —Q%L)=0 w*(L) = ug, (A.18)

S — MY L)=0 ©*(L) = ug, (A.19)

Sy —N*(L)=0 u’(L) = uf, (A.20)

St—0Q"L)=0 w’(L) = u}, (A.21)

Sg = M"(L) =0 "(L) = ug (A.22)

V enagbah (A.11)—(A.22) so u¢ in u? (i = 1,2,...,6) predpisani posploeni robni pomiki, S¢ in
S’Zb (i=1,2,...,6) pa so predpisane posplosene tockovne sile na robovih sloja a oziroma sloja b

kompozitnega nosilca.

Ker vezne enacbe dvoslojnega kompozitnega nosilca v literaturi pogosto niso natancéno pred-
stavljene, jih v nadaljevanju natanc¢neje predstavimo oziroma izpeljemo.

Geometrijska zahteva, da lahko sloja drsita drug po drugem, ne moreta pa se razmakniti, doloca
kinemati¢no vezno enacbo:

R%(z) = R®(z"), (A.23)

ki se zapiSe v komponentni obliki kot:
z+u®(z) = z* + ul(z"), (A.24)
w(x) = w’(z*). (A.25)

V tej disertaciji predstavljena geometrijsko nelinearna teorija kompozitnih nosilcev obravnava
oba sloja kompozitnega nosilca kot dva lo¢ena nosilca. Povezano delovanje obeh slojev kompo-
zitnega nosilca pa zagotavlja vezna enacba (A.23), vpliv med slojema kompozitnega nosilca na
obmocju stika pa doloca t.i. linijska kontakina obtezba. To obtezbo, ki je vektorska funkcija,
lahko razstavimo na komponenti v prostorski bazi Ex in Ez oziroma v bazi, ki jo sestavljata
enotski vektor v smeri tangente in enotski vektor v smeri normale na referen¢no os kompozitnega
nosilca. Povezavo med komponentami linijske kontaktne obtezbe v razlicnih bazah dolocajo
enacbe:

g% (z) = qi (x) cos 9" (2) + ¢, (z) sin " (), (A.26)
q7(z) = —q (z) sin p* () + g5 (x) cos " () (A.27)
¢ (z*) = g} (z*) cos " (z*) + g (¢*) sin " (), (A.28)

ay(¢*) = =g («") sin " (z") + g5 (x7) cos " (). (A.29)
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Ker smo predpostavili, da so zasuki po velikost ‘majhni’ velja:

0% () = gi(2) + ¢ (2)0" (2) = g} (), (A.30)

0%(2) = =gt (2)0"(2) + ¢3(x) = (=), (A.31)
di () = l(a*) + gL (a") ¢ (a%) = gl(a"), (A.32)
dy(3*) = —al(a")e" (o) + dh(a") = i (a"). (A.33)

Glede na znani Newtonov zakon o akciji in reakciji med dvema telesoma v kontaktu, veljata
na stiku med slojema kompozitnega nosilca naslednji povezavi komponent linijske kontaktne
obtezbe:

af () + a7 (z")

0, (A.34)
g (x) + ¢;(z*) = 0.

(A.35)

Ko upostevamo ¢} (z*) = ¢¥(z), ¢°(z*) = ¢%(z) in enacbe (A.30)-(A.33), (A.34) in (A.35),
dobimo na stiku med slojema kompozitnega nosilca naslednje zveze:

¢% (@) = —4k (2) = ¢} (2) = —¢;(2) = a, (A.36)
0% () = —dy(2) = 43(2) = —a(z) = an. (A.37)

Zaradi podajne povezave slojev se na stiku med slojema kompozitnega nosilca pojavijo za-
miki. Medsebojni zamik delcev spodnjega in zgornjega sloja kompozitnega nosilca na referenéni
osi s koordinato z oznaéimo z A%(z). Na podoben nacin oznatimo z Ab(z*) zamik delcev s
koordinato x*. Toda, ker so pomiki po velikosti ‘majhni’, so ‘majhni’ tudi zamiki in velja
A%(z) =2 Ab(z*) = A(z). Ker predstavlja zamik delcev na referencni osi kompozitnega nosilca
razliko dolzin deformiranih referen¢nih osi spodnjega in zgornjega sloja, ga izracunamo z enacbo:

A(z) = A0) + 5%(z) — s°(z) = A(0) + /Om(sa —e%)ade. (A.38)

Ce je kompozitni nosilec obtezen tako, da previs pripada zgornjemu sloju, izra¢unamo zacetni
zamik A(0) z izrazom:

z*(0)
A(0) = / (14 &")de. (A.39)
0
Ko v ena¢bi (A.38) upostevamo resitev enacbe (A.3), torej:

u®(z) = u®(0) + /OI ed¢, (A.40)

xr
u’ () = u’(0) +/ ehde, (A.41)
0
se zamik na stiku med slojema izracuna s preprosto enacbo:

A(z) = A(0) + /Om(sa — eb)de = ut(x) — u’(z). (A.42)
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Pri tem je zacetni zamik A(0) enak:
A(0) = u®(0) — u(0). (A.43)

Podajnost oziroma togost stika med slojema kompozitnega nosilca, ki je odvisna od materiala,
ki sestavljata kompozitni nosilec, in od izvedbe stika, opiSemo s t.i. konstitucijskim zakonom
stika. Definiramo ga s splo§nim izrazom:

H(z, A, g, qn, -..) = 0. (A.44)

Normalna in tangencialna komponenta linijske kontaktne obtezbe sta povezani s koeficientom
lepenja in trenja, vendar tudi mi, podobno kot §tevilni drugi avtorji, ta medsebojni vpliv zane-
marimo. Tako predpiSemo konstitucijski zakon stika, v katerem sta povezana le tangencialna
komponenta linijske kontaktne obtezbe ¢; in zdrs med slojema kompozitnega nosilca A:

qi(z) = Q(A(x)) (A.45)

Zvezo (A.45) imenujemo tudi zveza strizni tok-zamik, kjer strizni tok predstavlja tangencialno
komponento linijske kontaktne obtezbe.

Na koncu predstavimo tudi zvezo med pseudoukrivljenostima zgornjega in spodnjega sloja kom-
pozitnega nosilca. Ker so tudi pseudoukrivljenosti po velikosti ‘majhne’, so prakticno enake
ukrivljenostim kompozitnega nosilca, zato jih v nadaljevanju imenujemo kar ukrivljenosti. Znano
je, da pri geometrijsko linearni analizi dvoslojnih kompozitnih nosilcev predpostavimo tudi zvezo
dz = dz*, kar pomeni, da velja tudi:

dz*  1+4¢%x)

dr 1+ eb(z*) =1 (4.46)
Ko v enacbi
L+e%z)
a — * A4
K(0) = T ) (A47)

ki predstavlja zvezo med ukrivljenostima sloja a in sloja b kompozitnega nosilca, upostevamo
enacbo (A.46), dobimo slede¢o zvezo med ukrivljenostima slojev:

K (z%) =2 kY (z) = K(z). (A.48)

Ker smo vpliv previsov na deformiranje kompozitnega nosilca zanemarili, lahko za vse koli¢ine
sloja b pisemo (-)?(z*) = (-)°(x), na primer u’(z*) = u®(z), w’(z*) = wb(z) ali p®(z*) = ¢’ (x).
Glede na povedano, moramo za doloé¢itev napetostnega in deformacijskega stanja dvoslojnega
kompozitnega nosilca resiti naslednji sistem diferencialnih in algebrajskih enach:
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u®(z) — e*(x) =0, (A.49)

w® (z) + ¢%(z) =0, (A.50)

o (z) — k*(z) =0, (A.51)

u’ (z) —eb(z) =0 (A.52)

w® (z) + ¢°(x) =0, (A.53)

o (z) — kb(z) =0, (A.54)
N(z) + qi(x) = 0, (A.55)

Q" (z) + gn(z) =0, (A.56)

M (z) — Q%z) =0, (A.57)
NY(z) 4+ px(z) — q:(x) =0, (A.58)
Q" (z) + pz(z) — qu(x) =0, (A.59)
M (z) — Q°(z) + my (z) =0, (A.60)
N(z) = N (z) =0, (A.61)
MO (z) - M2(z) =0, (A.62)

N (z) = N(z) =0, (A.63)

M () — M(z) =0, (A.64)
T4 ut(x) = z* +u’(z*), (A.65)
w(z) = w’(z*), (A.66)

A(z) = u®(z) — ub(z), (A.67)
a(2) = G(A@) (A.68)

z ustreznimi staticnimi in kinemati¢nimi robnimi pogoji. Sistem enacb (A.49)-(A.68) sestavlja
dvajset enacb za doloCitev dvajset neznanih funkcij, ki so: kinemati¢ne kolice u®(x), w®(x),
©%(z), ub(x), w(z), ¢ (z); deformacijske kolice £%(x), k(x), €%(x), x*(x); staticne kolice N%(x),
Q%(z), M*(x), Nb(z), Q°(x), MP(x); ter koli¢ine zaradi povezanega deformiranja obeh slojev
kompozitnega nosilca ¢;(x), ¢,(z), z*(z), A(z).

Izkaze se, da lahko sistem enacb (A.49)—(A.68) se dodatno poenostavimo. Ko vpeljemo skupno
preéno silo kompozitnega nosilca Q(z) = Q%(z) + Q°(z) in skupni upogibni moment M(z) =
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M?(z) + M®(z) in ko v sistemu enacb (A.49)-(A.68) upostevamo kinematiéne vezne enacbe
w(z) = wb(z) = w(x), p*(z) = () = p(z) in k%(z) = k(z) = k(z), sistem (A.49)-
(A.68) razpade na dva nepovezana sistema. Ker je izpeljava trivialna, jo tu ne prikazemo. V
tem primeru moramo za dolocitev napetostnega in deformacijskega stanja kompozitnega nosilca
z upostevanjem zdrsa med slojema reSiti naslednja nepovezana sistema diferencialnih in alge-
brajskih enacb:

u®(z) —e%(z) =0, (A.69)

u(z) — () =0, (A.70)

w'(z) + p(x) =0, (A.71)

o' (z) — k(z) =0, (A.72)

N (z) + q(z) =0, (A.73)

N"(z) + px(z) — qi(x) = 0, (A.74)

(Q"@)+Q(2)) +pz(z) =0 =  Q(z)+pz(z) =0, (A.75)

(M (2)+M"(2))" = (Q4@)+Q"(x)) +my(z) =0 =  M'(2) = Q(z) +my(z) =0, (A.76)
N z) = N&(z) =0, (A.77)

NO(z) — N2 () =0, (A.78)

(MU (2)+M(z)) — (ME(z) + Mb(z)) =0 —  M(z) — M.(z) =0, (A.79)
A(z) = u®(z) — ub(z), (A.80)

qu(z) = G(A(x)) (A.81)

r+u(z) =" +ul(z) —  of(x)=z4+ Az), (A.82)

Q(x) = Q"(z) + Q(x) (A.83)

M(z) = M (z) + M (z), (A.84)

Q¥ (x) + qn(z) =0 ali  Q"(z) + pz(x) — gu(z) =0, (A.85)

MY (z) — Q%x) =0 ali M"(z)— Q)+ my(z) =0, (A.86)

MO (z) = M¥z) ali M(z) = Mb(x) (A.87)

7z ustreznimi robnimi pogoji. Sistem enacb (A.69)-(A.81) sestavlja sistem trinajstih enacb za
trinajst neznanih funkcij: u®(z), ub(z), w(z), o(z), e*(z), e(z), w(z), N(z), N°(z), Q(z),
M(z), A(z) in g;(z). Sistem enacb (A.82)—(A.87) pa sestavlja sistem Sestih s sistemom enacb
(A.69)-(A.81) nepovezanih enacb za Sest dodatnih neznanih funkcij: z*(z), ¢, (), Q%(z), Q°(z),
M®(z) in M°(z).
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Posebnost resevanja opisanega sistema enach za dolocitev napetostnega in deformacijskega stanja
kompozitnega nosilca je v tem, da normalna komponenta linijske kontaktne obtezbe ni osnovna
neznanka problema. Dolo¢imo jo z resitvijo dodatnega sistema enacb (A.82)-(A.87) in sicer z
enacbo

gn(z) = M" (&) + my (z) + pz(2) (A.88)

ali z enacbo
qn(z) = =M% (z). (A.89)

Za locena sistema algebrajskih in diferencialnih enacb (A.69)-(A.81) in (A.82)-(A.87), ki skupaj
7z ustreznimi robnimi pogoji doloCata deformacijsko in napetostno stanje kompozitnega nosilca
v sploSsnem ne obstajajo analiticne reSitve. Zato izbrani sistem enacb kompozitnega nosilca,
podobno kot prikazujemo v drugem in tretjem poglavju za geometrijsko tocno teorijo kom-
pozitnih nosilcev, najprej preuredimo s pomocjo modificiranega izreka o virtualnem delu in ga
v nadaljevanju diskretiziramo v smislu Galerkinove metode koné¢nih elementov. Na ta nacin
dobimo sistem diskretnih posplosenih ravnoteznih enacb koncnega elementa za geometrijsko
linearno analizo kompozitnih nosilcev z upos$tevanjem zdrsa med slojema. Ker je ta izpel-
java praktiéno enaka kot v primeru geometrijsko to¢ne teorije kompozitnih nosilcev, je tu ne
prikazemo. Diskretne posploSene ravnotezne enacbe dvoslojnega kompozitnega nosilca so:

L
gi = / (N® = N&),L; d¢ =0, i=1,..,N (A.90)
0
L
gN+4j = / (VP =N L;d¢ =0, j=1,..N (A.91)
0
L
GoN1k = / (M — M) L d¢ =0, k=1,..,N (A.92)
0
gan+1 = u(L) — u®(0) — (p1 (L)e® + Py(L)el + ... + PN(L)S?V) ~0, (A.93)
ganio = ub(L) — ub(0) — (PI(L)g’; L PR(L)eS .+ PN(L)sle> ~0, (A.94)
g3n+3 = @(L) — ¢(0) — (Pl(L)m + Po(L)kg + ... + PN(L)HN) =0, (A.95)
g3N4+4 = w(L) — ’U)(O) + (,0(0)1‘ + IPl(L)fﬂ + IPQ(L)KQ +...+ IPN(L)KN =0, (A96)
gsn+5 = ST+ N%(0) =0, (A.97

gsn+6 = S2 + N°(0) =0, (A.98
gsn+7 = 83+ Q(0) =0, (A.99
g3N+s = Sy + M(0) = 0, (A.100
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L

ginso = S5 — N(0) - /0 GIAE)] e =0, (A.101)
L

v = So = N°0)+ [ (px(€) + G161 )¢ o (A102)

L
ganan = v — 0(0) + /0 p2(€) dé =0, (A.103)

L

gan+12 = Sg — M(0) + /0 (Q(f) - mY(€)> d{ =0. (A.104)

Pri izpeljavi enacb (A.90)—(A.104) smo potek deformacijskih kolicin €%, £°, x vzdolz referenéne osi
kompozitnega nosilca aproksimirali z Lagrangevimi polinomi (glej poglavje 3.2). Tako vrednosti
e, el Kk, (n =1,2,...,N) predstavljajo vozliséne vrednosti deformacijskih koli¢in. Dodatno
velja tudi Pi(z) = [ Li(€)d¢ in IP;(z) = [ P;(€)d¢, (i =1,2,...,N), kjer L; (i =1,2,...,N)

predstavlja i-ti Lagrangev polinom.

Za znano zunanjo obtezbo sestavlja sistem (A.90)-(A.104) 3N + 12 enacb za dolo¢itev 3N + 12
neznank. Med neznankami je 3N + 4 notranjih prostostnih stopenj €2, €%, k,, (n =1,2,..., N),
N(0), N°(0), Q(0), M(0), in osem zunanjih prostostnih stopenj u?(0), u’(0), w(0), ¢(0), u®(L),
u?(L), w(L), ¢(L) elementa.

V nadaljevanju po znanih postopkih v metodi koncénih elementov tvorimo posplosene diskretne
enacbe konstrukcije. Te enacbe predstavljajo ravnotezje posplosenih sil v vseh vozliséih kompo-
zitnega nosilca. To pomeni v vsakem vozlis¢u kompozitnega nosilca po §tiri ravnotezne enacbe.
Tako moramo pri kompozitnem nosilcu, ki ima n, elementov, n, vozliS¢ in n;, predpisanih
kinemati¢nih robnih pogojev, resiti ne(3N + 4) + 4n, — n, enacb. Te enacbe so v splo§nem
nelinearne. Sistem diskretnih posploSenih ravnoteznih ena¢b konstrukcije reSimo z Newtonovo
inkrementno-iteracijsko metodo.



Dodatek B

Na pseudoukrivljenosti zasnovana
teorija ravninskih ukrivljenih
nostlcev

B.1 UVOD

V tem dodatku predstavljamo druzino novih konénih elementov za kinemati¢no to¢no stati¢no
analizo ravninskih ukrivljenih nosilcev. Koné¢ni elementi so zasnovani na Reissnerjevi [71] teoriji
ravninskih nosilcev. Teorija upoSteva membranske, upogibne in strizne deformacije, ki lahko
skupaj s pomiki in zasuki zavzamejo Steviléno poljubno velike vrednosti. Osnovni kinematiéni
predpostavki Reissnerjevega modela nosilca sta: (i) Bernoullijeva hipoteza o ravnih prerezih, ki
doloca, da ravni prerezi, pravokotni na teziS¢no os nosilca v nedeformirani legi, ostanejo ravni
tudi v deformirani legi, toda ne ve¢ pravokotni na tezis¢no os nosilca; (ii) oblika in velikost
precnega prereza med deformiranjem nosilca ostaneta nespremenjena.

V literaturi obstaja veliko razli¢nih konénih elementov za analizo ravnih in ukrivljenih ravninskih
nosilcev; obsiren seznam literature na to temo je podan v [74] in [75]. Skupna znacilnost vecine
elementov je v tem, da vzdoli elementa interpolirajo pomike in zasuke. Ce je interpoliranih
funkcij veé in ¢e so razlicne po fizikalnem izvoru, to pripelje do t.i. problema nekonsistent-
nosti interpolacijskih polj in posledicno do membranskega in striznega blokiranja elementov
[82]. Pomemben napredek pri resitvi tega problema, ¢e ne ze kar resitev, je predstavil Saje
s sodelavci [74, 75]. Izpeljal je konéne elemente, pri katerih je edina neznana funkcija zasuk
precnega prereza nosilca. Kot kazejo numeri¢ni primeri, so ti elementi neobcutljivi na mem-
bransko in strizno blokiranje in izredno natan¢éni. Kot ugotovita Vratanar in Saje [91], je edina
pomankljivost Sajetovih konénih elementov nekonsistentnost ravnoteznega in konstitucijskega
momenta v precnem prerezu nosilca. Napaka je Se posebej izrazita v blizini lokalnih stabilnost-
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nih tock nosilca oziroma na delu nosilca z izrazitimi spremembami ukrivljenosti [75, 91]. Avtorja
sta za reSitev tega problema Sajetovih konénih elementov namesto Galerkinove metode konénih
elementov uporabila kolokacijsko metodo konénih elementov [91]. Ohranila sta zasuk prec¢nega
prereza nosilca kot edino neznano funkcijo, in v kolokacijskih tockah sta zado§tala momentnemu
konstitucijskemu pogoju.

Za statiéno analizo ukrivljenih ravninskih nosilcev predstavljamo druzino konénih elementov,
ki jih izpeljemo s pomoé¢jo modificiranega Hu-Washizujevega funkcionala. V njem eksplicitno
nastopa pogoj konsistence konstitutivnega in ravnotezZnega momenta. Edina neznana funkcija
je psevdoukrivljenost tezi§¢ne osi nosilca. Uporabimo Galerkinovo metodo konénih elementov,
katere prednosti so predvsem: (i) neob¢utljivost elementov na membransko in strizno blokiranje,
(ii) konsistentno upostevanje momentne konstitucijske enatbe in (iii) velika transparentnost
osnovnih enacb. Podoben element sta za geometrijsko in materialno linearno teorijo ukrivljenih
nosilcev predlagala Lee in Sin [50]. Glede na povedano, lahko nase elemente interpretiramo kot
(i) raz8iritev elementa Leeja in Sina na materialno in geometrijsko nelinearne razmere in (ii)
dopolnitev Sajetovih elementov na nacin, da ohranimo vse dobre lastnosti teh elementov ter da
hkrati, v smislu Galerkinove metode kon¢nih elementov, zadostimo tudi momentnemu pogoju.

B.2 OSNOVNE ENACBE UKRIVLJENEGA RAVNINSKEGA NOSILCA

Opazujemo ravninski ukrivljen nosilec z zacetno dolzino L in konstantnega precnega prereza A.
Deformiranje nosilca analiziramo v ravnini (X, Z) evklidskega ambientnega prostora, kjer smo
izbrali fiksni desnosuéni kartezi¢ni koordinatni sistem (X, Y, Z) s pripadajo¢imi ortonormalnimi
baznimi vektorji Ex, Ez in Ey = E; x Ex. Nosilec parametriziramo s parametri (s,r,t) €

[0,I] x A C IR? in sicer tako, da krivulja ro(s) = (X(s),O, Z(s)) doloca teziséno os nosilca (s
je v nedeformirani legi naravni parameter), medtem ko ravnina R(r,t) = (X (s = const.,r,t),

Y (s = const.,r,t), Z(s = const.,r, t)) doloca precéni prerez nosilca. Oblika precnega prereza
nosilca je poljubna, edino omejitev predstavlja zahtevana simetrija precnega prereza, glede na
koordinatno ravnino Y = 0. Materialne toc¢ke nosilca identificiramo s krivuljskimi materialnimi
koordinatami (£,n, (). Materialna koordinatna os r¢(s) = (5(3), 0, 0) je identi¢na s tezis¢no osjo
nosilca. Pri analizi upo$tevamo membransko, strizno ter upogibno deformiranje nosilca in znano
Bernoullijevo hipotezo o ravnih prerezih. Ta predpostavka dolo¢a, da ravni prerezi, pravokotni
na tezi§éno os nosilca v nedeformirani legi, ostanejo ravni tudi v deformirani legi, vendar niso
veé nujno pravokotni na tezis¢no os. V tem primeru je ugodno, da izberemo za pomiéno bazo
tri med seboj vzajemno pravokotne vektorje. To bazo sestavljata vektorja g,, g, ki lezita v
deformirani ravnini pre¢nega prereza, in vektor g, ki je pravokoten na njo [82].

Deformirano lego nosilca definiramo s teziséno krivuljo nosilca ry(s) in z druzino preénih pre-
rezov, katere doloca enotski vektor g¢(s) [82]. Lega poljubne tocke nosilca v simetrijski ravnini
Y =0 je dolocena s krajevnim vektorjem:

r(s,8) = ro(s) + Cge(s) = (X(5) +u(s)) Ex + (2(s) + w(s) ) Bz +Cgc(s), (B.1)

kjer u in w predstavljata pomika tezis¢ne osi nosilca v smeri koordinatnih osi X in Z. Nede-
formirano in deformirano lego ravninskega ukrivljenega nosilca prikazujemo na sliki B.1.
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7 ‘ deformirana lega

Slika B.1: Nedeformirana in deformirana lega ravninskega ukrivljenega nosilca.

Kinemati¢ne enatbe

Kot smo zZe omenili, za dolocitev deformirane lege nosilca upostevamo membranske, strizne in
upogibne deformacije ter hipotezo o ravnih prerezih. V tem primeru govorimo o Reissnerjevi
teoriji ravninskih nosilcev [71]. V njej deformacijske (g,7,x) in kinemati¢ne (u,w, ) koli¢ine
povezujejoReissnerjeve kinemati¢ne enacbe:

X'+ 4 —(1+€)cosp —ysinp =0, (B.2)
Z'+w 4+ (1+¢€)sinp —ycosp =0, (B.3)
¢ —kop—Kk=0. (B.4)

V enacbah (B.2)-(B.4) in v nadaljevanju oznacuje (') odvod po parametru s; (s) je specificna
sprememba dolzine, 7(s) je strizna deformacija, x(s) je psevdoukrivljenost teziséne osi nosilca
[91], p(s) je zasuk precnega prereza in kg(s) zacetna ukrivljenost tezis¢ne osi nosilca. Dodajmo,
da k(s) predstavlja pravo ukrivljenost teziséne osi nosilca samo v primeru, ko velja £(s) = y(s) =
0 [91]. Specificna sprememba dolzine poljubne materialne tocke nosilca s koordinatami (&, 7, ()
je:

D(&,n,¢) = e(&) + ¢ w(8). (B.5)

RavnoteZne enacbe

Ravninski ukrivljeni nosilec je lahko obtezen s konservativno linijsko obtezbo px in pz, s konser-
vativnim linjskim momentom my in na robovih s konservativnimi posploSenimi robnimi silami
Sk (k=1,2,...,6); px in pz sta komponenti vektorja zvezne linijske obtezbe, glede na bazna vek-
torja Ex in Ez. Ravnotezne enacbe ukrivljenega nosilca, ki je obtezen s predstavljeno obtezbo
so [71]:

Ry +px = (Ncosp + Qsinp) +py =0,

e
< W
~N
~  ~—

Ry +pz = (Qcosp— Nsinp) +pz =0,
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M —(146)Q+yN —my =0, (B.8)

kjer N predstavlja ravnotezno osno silo, Q ravnotezno precno silo in M ravnotezni moment.
Ob navedenem veljajo tudi naslednje zveze:

N =Rxcosp —Ryzsinp, (B.9)

Q = Rxsing + Rz cos p. (B.10)

Konstitucijske enacbe

Zadnjo skupino osnovnih ena¢b ravninskega ukrivljenega nosilca sestavljajo konstitucijske enacbe,
ki jih vpeljemo z namenom, da povezemo ravnoteine osne sile N, ravnotezne pre¢ne sile Q in
ravnotezne momente M z deformacijskimi koli¢inami e, v in k. Definiramo jih z ena¢bami:

N(s) =N, (3, e(s),v(s), H(s)), (B.11)
Q(s) = Qe (5:2(), (), 1(5)). (B.12)
M(3) = Me(s,2(5),7(5), 5(5) ) (B.13)

kjer je N, konstitucijska osna sila, Q. konstitucijska precna sila in M, konstitucijski moment.
Konstitucijske koli¢ine N¢, Q. in M. so odvisne od izbranega materialnega modela, ki ga defini-
ramo z izrazoma o, = F (D) in 7. = G(D). o, in 7. predstavljata fizikalno normalno in strizno
napetost, funkciji F in G pa se doloé¢ijo na podlagi eksperimentalnih preiskav. Z napetostima o,
in 7, izrazimo konstitucijske koli¢ine N, Q. in M, na slede¢ nacin:

M@%@Z/%@%OM (B.14)

A

Qule, v, k) = /A ro(€m,C)dA = G Ay, (B.15)
Me(e,y, k) = /A Coclé,n, () dA. (B.16)

V skladu s predpostavljenim preprostim potekom strizne deformacije po prerezu smo pred-
postavili tudi enostavni strizni model, ki ga dolo¢a enatba Q. = GAgy; G = G(v) predstavlja
strizni modul in Ay < A strizni prerez nosilca.

Moadificiran princip virtualnega dela

Izrek o virtualnem delu zahteva, da je razlika virtualnega dela notranjih sil in virtualnega dela

zunanjih sil enaka ni¢ [75], torej:

L L L
5W:/ Nc56d8+/ Qc57ds+/ M dkds —
0 0 0

L L L 6
/ pX5uds—/ pZ5wds—/ my5<pds—ZSk5uk:0, (B.17)
0 0 0 1
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kjer so dug (k =1,2,...,6) virtualne spremembe posplosenih robnih pomikov:
dup = ou(0), dug = dw(0), dus = 0p(0),
duy = ou(L), dus = dw(L), dug = dp(L).

V izreku (B.17) morajo deformacijske in geometrijske spremenljivke zadostiti kinemati¢nim
enacbam (B.2)—(B.4). Tako so samo tri od Sestih funkcij u, w, ¢, €, v in kK med seboj neod-
visne. Pogosto avtorji kot neodvisne funkcije izberejo kinemati¢ne spremenljivke u, w in ¢ in s
pomocjo enacb (B.2)-(B.4) izrazijo deformacijske spremenljivke v odvisnosti od kinematicnih,
torej € = e(u’,w', @), vy =y, w', @) in K = ¢'. Ko te izraze vstavijo v (B.17), postane izrek o
virtualnem delu odvisen samo od kinemati¢nih spremenljivk, torej 6W = W (u,w, ). Slabosti
take formulacije metode konénih elementov so dobro znane. Posebej naj omenimo problem
striznega in membranskega blokiranja kon¢nih elementov. Omenjenim tezavam se izognemo
tako, da vpeljemo modificirani izrek o virtualnem delu in izpeljemo nove konéne elemente, pri
katerih sta neznani funkciji elementov samo specifiéna sprememba dolzine £(s) in psevdoukrivl-
jenost k(s) teziséne osi ukrivljenega nosilca.

S funkcionalom (B.17), s kinemati¢nimi enacbami (B.2)-(B.4) ter z znanimi postopki variaci-
jskega racuna sestavimo Hu-Washizujev funkcional [60]. Euler-Lagrangeve enacbe tega funkcio-
nala so:

kinematicéne enacbe

se0,L]:
file,v,u' 0,2') = X' +u' — (1 4+ ¢€) cos o — ysing = 0, (B.18)
fole,v,w' 0, 2") = Z'+w' + (1 +¢)sinp —ycosp = 0, (B.19)
fals,¢") = ¢' — kg — =0, (B.20)

ravnotezne enacbe

se0,L]:
fiRx,A) = =Rk —px =0, (B.21)
f5(Rz,A) = =Rl —pz =0, (B.22)
fe(e, 7,0, Rx, Rz, M, N) = —-M'+(1+)Q —yN —my =0, (B.23)

konstitucijske enacbe
s€0,L]:
fr(e, 6,0, Rx, Rz) = Ne =N =0, (B.24)
fs(v,0,Rx,Rz) = Qe — Q =0, (B.25)
fs(e, k5,0, M) = Mc — M =0 (B.26)
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ter pripadajoci naravni (ali stati¢ni) in bistveni (ali kinemati¢ni) robni pogoji

s=0:

=81 —Rx(0) =0, u(0) = Ux,
— S, —Rz(0) =0, w(0) = Us, (B.27)
—S5 — M(0) =0, ¢(0) = Us,
s=1:
=S4+ Rx(L) =0, u(L) = Uy,
—S5+Rz(L) =0, w(L) = Us, (B.28)
—Se+ M(L) =0, o(L) = Us.

u(s) =u(0) — AX(s) + /Os (1 +¢€)cosp + ysing) d¢, (B.29)
w(s) =w(0) — AZ(s) — /05 (14 ¢)sing — ycos ) d¢, (B.30)
o(s) = p(0) + /Os(ka + ko) dE. (B.31)

Podobno resimo tudi ravnotezne enacbe, tore;j:

Ry (s) = Rx(0) - /0 Cpxde. (B.32)
Ra(s) = Ra(0) - [ Cpade. (B.33)
M(s):M(0)+/OS (14e)Q—yN —my ) dE. (B.34)

Z izvrednotenjem enacb (B.29)-(B.34) za vrednost s = L povezemo kinematicne robne koli¢ine
u(0), w(0), ¢(0), u(L), w(L), ¢(L) in posplosene robne ravnotezne koli¢ine R x (0), R z(0), M(0),
Rx(L), Rz(L), M(L) z deformacijskimi koli¢inami (s), y(s) in k(s). Po vstavitvi teh zvez v Hu-
Washizujev funkcional iz njega odpadejo kinemati¢ne in ravnotezne enacbe zaradi identicnega
zadoSanja ¢lenom pri variacijah kinemati¢nih in ravnoteznih koli¢in [60]. Ko tako preobliko-
vanemu funkcionalu dodamo kinemati¢ne robne vezi, dobimo t.i. modificirani posploSeni izrek
o virtualnem delu:

L L L
(5W*:/ (Ne — N) deds +/ (Qc — Q) dvyds +/ (M — M) dkds+
0 0 0

< sin ) ds) IR x(0) +

L
(u(L)—u(O)—i—AXL—/O ((14¢e)cosp + aA

< cos ) ds) 0Rz(0) —

L
(w(L)—w(0)+AZL+/U (1+¢)sing — GA
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(wu»—wwy—ALm+«0dQ6wam—
(51 + RX(0)> U, — (52 + RZ(0)> U, — (53 + M(o)) U —

(54 . RX(L)) UL — (35 . RZ(L)) U5 — (86 . M(L)) 3Us = 0. (B.35)

Pomembna lastnost modificiranega posplosenega izreka o virtualnem delu (B.35) je, da v njem
kot funkcijske neznanke nastopajo le deformacijske kolicine ¢(s), y(s) in s(s).

V nadaljevanju izraz (B.35) z eliminacijo strizne deformacije y(s) $e dodatno poenostavimo. Ob
predpostavljenem preprostem poteku striznih deformacij po prerezu velja Q. = GAgy. Ce ta
izraz vstavimo v linearno enacbo (B.12), dobimo eksplicitni izraz za strizno deformacijo:

_ Rxsinp+Rzcosp  Q
- GA, - GA,

7 =7 (5, Rx (0), R7 (0),(0)) (B.36)
Ko vstavimo izraz (B.36) v funkcional (B.35), je drugemu integralu identi¢no zados¢eno, zato
odpade. Modificirani posploseni izrek o virtualnem delu (B.35) je na ta nac¢in odvisen samo od
posplosenih robnih ravnoteznih sil Rx(0), Rz(0) in M(0), od kinemati¢nih robnih vrednosti
u(0), w(0), ©(0), u(L), w(L), (L) ter od funkcij e(s) in k(s). Na ta na¢in postane primeren za
implementacijo v metodi konénih elementov, saj sta €(s) in x(s) edini funkcijski neznanki.

V posebnem primeru uporabe enostavnega linearno elasti¢nega materialnega modela lahko piSemo
e(s) = N(s)/EA [75]. ODb uporabi tega izraza v funkcionalu (B.35) je identi¢no zadosteno
tudi prvemu integralu, ki zato, kot pred tem drugi integral, odpade. Tako postane k(s) po-
leg posplosenih robnih ravnoteznih sil in kinemati¢nih robnih vrednosti edina neznana funkcija

(podobno Saje et al. [73, 75], kjer je edina neznana funkcija <p(s)>.

Standardna ali Galerkinova metoda konénih elementov

Za aproksimacijo specificne spremembe dolzine £(s) in psevdoukrivljenosti teziséne osi nosilca
k(s) izberemo Lagrangeve polinome P,.(s) (n. = 1,2,...,N;) in Py(s) (ns, = 1,2,...,Ny)
stopnje N, — 1 oziroma N, — 1. Nosilec zacetne dolzine L razdelimo z N, oziroma N, ekvidis-
tan¢énimi tockami na N. — 1 oziroma N, — 1 odsekov. Specificno spremembo dolzine ¢(s) in
psevdoukrivljenost k(s) ter zacetno ukrivljenost ko(s) aproksimiramo z nastavki:

N N N
e(s) = Puc(s)en, K(5) =Y Pug(8)kin, ko(s) =Y Pux(8)kino- (B.37)
n=1 n=1 n=1
Pri tem predstavljajo ¢, (n. = 1,...,N:) vozlis¢ne specificne spremembe dolzin, £, in ko

(ng = 1,..., Ny) pa vozlis¢ne pseudoukrivljenosti oziroma zacetne vozliséne ukrivljenosti v ek-
vidistancnih tockah. Na povsem analogen nacin kot v (B.37) izpeljemo tudi nastavek za variacijo

specificne spremembe dolZine in pseudoukrivljenosti tezis¢ne osi nosilca:

N N

0e(s) = Pne(s)den, 0k (s) = Pu(s)dkin. (B.38)

n=1 n=1
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Ob upostevanju predpostavke (B.36) vstavimo nastavkov (B.37) in (B.38) v modificirani izrek
o virtualnem delu oziroma v funkcional (B.35) in dobimo:

L

_— N L Nk
§W _Z(/O (./\fc—./\f)ds>56n+;(/0 (MC—M)ds)dnn—i-

n=1

Q sin ) ds) IR x(0) +

L
(u(L)—u(O)—i—AXL—/O (1+¢€)cosp + GA.

2 cos ) ds) 0Rz(0) —

L
(w(L)—w(0)+AZL+/O (1+4¢)sing — GA

(1) = 9(0) = S Pc(L) (k + o)) EM(O) +
n=1

(51 + RX(O)) SU, — (52 + RZ(0)> U, — (53 + M(o)) U —

(54 . RX(L)> UL — (35 . RZ(L)> U5 — (36 . M(L)) Us = 0, (B.39)
kjer je .
Pis) = [ Pute) e (B.40)
Ob zahtevi, da so koeficienti pri neodvisnih variacijah de, (n. =1, ..., N¢), 0k, (nx = 1,..., Ni),
IM(0),dR1(0), 6R2(0), 6U; (i = 1,...,6) v enacbi (B.39) enaki ni¢, dobimo sistem Euler-Lagrangevih

enacb, ki jih v nadaljevanju imenujemo diskretne posploSene ravnotezne enacbe koncnega ele-
menta:

L
e =/ (Ne = N)Ppeds = 0, ne=1,2,..,N., (B.41)
0
L
O = / (Me — M)P,ds =0, ne=1,2,...,Ny (B.42)
0
L Q
a1 = (L) —u(0) + AXs — [ (42 eosg 4 o5 sing) ds =0, (B.43)
0 G A,
L
gN+2:w(L)—w(0)+AZL+/ ((l—l—g)singo— cosap) ds =0, (B.44)
0 G As
N
gv i3 = (L) = 0(0) = 3 (Pi(L) (ki + wn0)) =0, (B.45)

n=1

gN+4 = S+ Rx(O) =0, (B.46)



Osnovne enacbe ukrivljenega ravninskega nosilca 129

gn+s = S2 +Rz(0) =0, (B.47)
gN+6 = S3+ M(0) =0, (B.48)
L
awsr=Si=Rx(O) + | pads=0, (B.49)
0
L
gn+8 =S5 —Rz(0) +/ p.ds =0, (B.50)
0
L N
9N+9=56—./\/l(0)—/0 (((1+6)—G—AS)Q—my) ds=0. (B.51)

Za znano zunanjo obtezbo sestavljajo enacbe (B.41)—(B.51) sistem N.+ N, +9 algebrajskih enach
za dolocitev N, + N, +9 neznank. Med neznankami je N + N, + 3 notranjih prostostnih stopenj
e, (ne=1,..,N:),k, (ng,=1,...,Ny), Rx(0), Rz(0), M(0), in Sest zunanjih prostostnih stopenj
u(0), w(0), ¢(0), u(L), w(L), p(L) kontnega elementa. Funkcije Rx(s), Rz(s), M(s), v(s),
N (s)in Q(s) izvrednotimo s pomocjo nastavkov (B.32)—(B.34), (B.30), (B.9) in (B.10). Integrale
v enacbah (B.41)-(B.44) in (B.51) izra¢unamo s pomocjo Gaussove ali Lobattove numericne
integracijske sheme. Gaussova integracijska shema je sicer natancnejsa, a obi¢ajno uporabimo
Lobattovo integracijsko shemo, ki v nasprotju z Gaussovo zajame tudi robni tocki kon¢nega
elementa.

Del notranjih prostostnih stopenj (e, , x, ) elementa kondenziramo s postopkom numeri¢ne kon-
denzacije na nivoju elementa, preostale notranje prostostne stopnje Rx(0), Rz(0), M(0) in
zunanje prostostne stopnje u(0), w(0), ¢(0), u(L), w(L), ¢(L) pa po znanem postopku zdruzimo
v enacbo konstrukcije.

G(z,)\) = R(z) — \(P). (B.52)

Vektor v enacbi (B.52) imenujemo vektor posplosenih pomikov. V njem so zajeti vozlis¢éni
pomiki in zasuki konstrukcije ter staticne koli¢ine na robovih elementov. A predstavlja obtezni
faktor. Enacbe (B.52) imenujemo diskretne posplosene enacbe konstrukcije in jih v nadaljevanju
reSujemo z inkrementno-iteracijskimi metodami, ki so podrobno opisane v [60].

Za oznacevanje koncnih elementov obiCajno uporabimo oznako E;_;. Pri tem indeks ¢ oznacuje
stopnjo interpolacijskega polinoma, ki bo v vseh primerih enaka za specificno spremembo dolzine
¢ kot tudi za pseudoukrivljenost teziScne osi k ravninskega ukrivljenega nosilca. Indeks j oznacuje
stopnjo uporabljene numeri¢ne integracije vzdolz osi elementa.

V tem dodatku smo predstavili koncne elemente za staticno analizo ukrivljenih ravninskih nosil-
cev. Precni prerezi ukrivljenih nosilcev so simetri¢ni, glede na globalno koordinatno os Y in so
lahko sestavljeni iz poljubnega Stevila homogenih podprerezov, kar ustrezno upostevamo v kon-
stitucijskih enacbah (B.14)-(B.16). V ¢lankih [16, 18, 93] predstavimo razsiritev predstavljenih
konénih elementov na koncne elemente za analizo ravninskih ukrivljenih kompozitnih nosilcev.



130  Na pseudoukrivljenosti zasnovana teorija ravninskih ukrivljenih nosilcev

Pri tem izpeljemo konstitucijske enacbe ravninskega ukrivljenega nosilca (B.14)—(B.16) na pod-
lagi konstitucijskih enacb kompozitnih plosé [92]. Preéni prerez kompozitnega nosilca je lahko
sestavljen iz poljubnega §tevila lamel, ki jih modeliramo z ortotropnim elasti¢nim materialnim
modelom. Ta je lahko za vsako lamelo razlicen, prav tako pa je za vsako lamelo orientacija
osi ortotropije poljubna, glede na lokalni koordintani sistem ukrivljenega kompozitnega nosilca
(s, t).

Natancnost in ucinkovitost predstavljenih konc¢nih elementov za stati¢no analizo ukrivljenih
ravninskih nosilcev s homogenimi in kompozitnimi prerezi prikazemo na izbranih racunskih
primerih v [16, 18, 61, 93]. Med drugim primerjamo rezultate nasih ra¢unskih analiz tudi z
analitiénimi rezultati drugih avtorjev in ugotovimo odli¢no ujemanje ob uporabi le nekaj konénih
elementov.
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